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1. ВВЕДЕНИЕ

Ряд научных и практических задач требует знания транспортных характеристик многокомпо�
нентных систем, типичным представителем которых является химически активная плазма. По�
этому является актуальной задача создания банка данных значений транспортных коэффициен�
тов плазмы. Считается, что наиболее эффективными методами решения данной задачи являют�
ся метод кинетического уравнения (см. [1], [2]) и метод временн х корреляционных функций
(см. [2], [3]). Метод временн х корреляционных функций удобнее использовать при учете вкла�
да в кинетические коэффициенты интерференционных эффектов, а также эффектов, обуслов�
ленных коллективными взаимодействиями. Метод временн х корреляционных функций удо�
бен для исследования нестационарных (частотно�зависимых) кинетических коэффициентов.
Если рассматривать слабонеидеальную плазму, не находящуюся в переменных внешних полях,
то расчет кинетических коэффициентов можно выполнить в рамках метода кинетического урав�
нения. При этом удается регулярным образом учесть вклад электрон�электронных столкнове�
ний. Результаты расчетов методом кинетического уравнения и методом временн х корреляци�
онных функций, в подавляющем большинстве случаев, идентичны только при учете парных
столкновений.

Кинетическое уравнение 

(1)

приобретает смысл, после установления вида интеграла столкновений в правой части уравнения (1),
где  – заряд k�й компоненты,  – интеграл столкновений.

Предположим возможность использования больцмановского интеграла при решении данной
задачи. Положительной стороной является его простой вид. Рассеяние на большие углы в инте�
грале столкновений Больцмана учитывается с высокой степенью точности и не приводит к не�
физическим результатам (за исключением спитцеровского приближения при значении парамет�
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ра неидеальности ). Вследствие его расходимости при рассмотрении рассеяния частиц на
малые углы приходится ограничивать транспортные сечения некоторым значением максималь�
ного прицельного параметра . Интеграл столкновений Больцмана, в отличие от интегралов
столкновения Балеску�Ленарда и Ландау, дает возможность применять его в условиях и слабой,
и сильной неидеальности (см. [1], [2]). В условиях слабой неидеальности, когда справедливо
диффузионное приближение, кинетические процессы описываются уравнением Фокера–План�
ка. Это дает тот же результат, что и уравнение Больцмана. В условиях сильной неидеальности
экранировка становится парной при  и вновь возможно применение уравнения Больцмана.

В [5], [7] на основе применения методов компьютерной алгебры авторами был выполнен рас�
чет транспортных сечений и скобочных интегралов больцмановского интеграла столкновений в
20�м приближении разложения асимметричной по полю поправки к функции распределения
электронов по полиномам Сонина. Результаты этих исследований могут быть использованы для
решения кинетического уравнения Больцмана и расчета электронных кинетических коэффици�
ентов неидеальной плазмы. 

Целью работы является расчет электропроводности и других электронных кинетических ко�
эффициентов неидеальной полностью ионизованной плазмы на основе решения кинетического
уравнения Больцмана с учетом 20�го приближения в разложении функции распределения по по�
линомам Сонина, установление функциональной зависимости электропроводности и спитце�
ровского множителя  от параметра неидеальности . 

2. МЕТОД ЧЕПМЕНА–ЭНСКОГА

Эффективным методом решения кинетического уравнения Больцмана является метод после�
довательных приближений Чепмена–Энскога, поскольку имеет универсальный, хорошо отла�
женный алгоритм. В качестве базовых выбираются локально�равновесные функции распределе�
ния. Кинетическое уравнение Больцмана в отсутствие переменного внешнего поля представля�
ется в виде

. (2)

Решение уравнения (2) ищем в виде  =  + , где  =

=  – функция распределения электронов по скоростям Максвелла,

соответствующая равновесному состоянию плазмы при заданных ne и T,  = ,
me – масса электрона. Вектор возмущения  задается в виде ряда по полиномам Сонина

 степени r и порядка 3/2:

. (3)

Неизвестные векторы  определяются из решения линеаризованного по  кинетического
уравнения (2):

, (4)

где

. (5)

Умножая уравнение (4) на величину
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и выполняя интегрирование в (5) по скоростям электронов , получаем бесконечную систему

линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных векторов  (см. [4]):

, (6)

где  – символ Кронекера, m = 0, 1; n = 0, 1, 2, … . Приближенное решение системы (6) может
быть получено путем редукции.

Интеграл столкновений Больцмана выражается через скобочные интегралы, содержащие ор�

тогональные полиномы Сонина 

(7)

где  – скорости частиц после столкновения. Из (7) видно, что величины  являются симмет�

ричными, их можно представить в виде  = . При столкновении легкой и массивной ча�

стиц, когда , величины  имеют вид

, (8)

где ,  – транспортное сечение рассеяния электронов на частицах сорта ,

 (например, электрон�ионные и электрон�атомные столкновения).

Значительную трудность представляет расчет скобочных интегралов, характеризирующих
столкновения частиц одинаковой массы (например, электрон�электронных). В этом случае не
удается получить простое выражение вида (8) и приходится рассчитывать каждый скобочный
интеграл отдельно. С ростом индексов r, n в скобочном интеграле количество аналитических
преобразований, необходимых для его вычисления, факториально растет. При r, n > 4 выполне�
ние преобразований “вручную” становится бессмысленным. Поэтому эта задача была решена
авторами методами компьютерной алгебры (см. [5], [7]). Учитывалось 20�е приближение в раз�
ложении неравновесной поправки к функции распределения по полиномам Сонина. Для дости�
жения этой цели была разработана специализированная система аналитических вычислений на
ЭВМ. Скобочный интеграл, характеризующий столкновение одинаковых частиц других сортов,
записывается в точности так же с заменой массы электрона и транспортных сечений электрон�
электронного рассеяния различных порядков на массу и соответствующие транспортные сече�
ния рассеяния частиц рассматриваемого сорта. Скобочные интегралы содержат сечения переда�
чи импульса электрон�электронного (e–e) рассеивания различных порядков (см. [2], [5]): 

(9)

где  – прицельное расстояние. Сечения рассеяния высших порядков (до 20 включительно) так�
же были вычислены авторами в [5]. При этом использовалась стандартная система аналитиче�
ских вычислений общего назначения MathCad. Явный вид выражений для сечений электрон�
электронного рассеяния низших порядков (1, 2, 4) на кулоновском и коротко действующем ку�
лоновском (ККП) потенциалах, а также таблица скобочных интегралов приведены в [5], [7]. Вы�
ражения транспортных сечений высших порядков являются достаточно громоздкими и здесь не
приводятся. Выбор ККП обусловлен тем, что в области сильной неидеальности характер экра�
нировки зарядов становится парным. 
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3. ЭЛЕКТРОННЫЕ КИНЕТИЧЕСКИЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 
ПОЛНОСТЬЮ ИОНИЗОВАННОЙ ПЛАЗМЫ

В полностью ионизованной плазме с ne = ni, в интегралах столкновений учитываются лишь
акты электрон�ионного и электрон�электронного рассеяния. Полный интегральный матричный

элемент (скобочный интеграл) равен  =  + .

В общем случае неоднородной неравновесной плазмы имеется 9 электронных транспортных
коэффициентов, определяющихся соответственно из уравнений для плотностей электрического
тока, диффузионного и теплового потоков (см. [4]) 

(10)

После подстановки в (10) функции распределения электронов  =  +  и ин�
тегрирования по скоростям, получим

(11)

где  – напряженность внешнего электрического поля,  – градиенты температуры и  –
концентрации частиц. Смысл различных коэффициентов переноса ясен из формул (11). Сами
кинетические коэффициенты, представленные в выражениях (11), имеют вид (см. [4])
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(14)

Полученные в этом разделе соотношения позволяют непосредственно перейти к численному
расчету кинетических коэффициентов полностью ионизованной плазмы.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Электропроводность до 7�го приближения рассчитана в [8]. Поскольку аналитическое пред�
ставление очень трудоемкое и занимает много времени, для дальнейших расчетов предлагаем ис�
пользовать возможности современных языков программирования (например, Delphi). С целью
определения роли вклада электрон�электронных столкновений параллельно проводились вы�
числения проводимости полностью ионизованной плазмы с учетом и без учета электрон�элек�
тронных столкновений, а затем вычислялось их отношение, т.е. фактически определялся спит�
церовский множитель  (см. [9]). Для удобства проведения вычислений вся входящая информа�
ция для  также была представлена как функция параметра неидеальности Γ. 
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Таблица 1. Сходимость процесса Чепмена–Энскога (спитцеровское приближение) при различных значе�
ниях зарядового числа ионов

Размер матрицы Z = 1 Z = 2 Z = 3 Z = 4

2 × 2 0.594455543181 0.713236764499 0.7782003715929 0.8191665481

3 × 3 0.575073818989 0.684520180616 0.7459527413716 0.7861916844

4 × 4 0.578450776091 0.685262501102 0.7455857769967 0.7854014116

5 × 5 0.580045477961 0.685599225167 0.7455512558581 0.7852785426

6 × 6 0.580814923492 0.685705310196 0.7455287209728 0.7852513658

7 × 7 0.581227062542 0.685739459464 0.7455184683443 0.7852529602

8 × 8 0.581466961779 0.685750458060 0.7455159620134 0.7852626451

9 × 9 0.580156491885 0.685468790389 0.7454640647041 0.7852569507

10 × 10 0.580063937599 0.685465820245 0.7454562329257 0.7852335074

11 × 11 0.580853728472 0.685511817948 0.7454618136812 0.7852795189

12 × 12 0.580867047010 0.685513162731 0.745468672068 0.7852879599

Таблица 2. Сходимость процесса Чепмена–Энскога для кулоновского потенциала при Γ = 1 в зависимо�
сти от зарядового числа ионов (Z)

Размер матрицы Z = 1 Z = 2 Z = 3 Z = 4

2 × 2 0.88305904002 0.92025720572 0.93950141553 0.95126303478

3 × 3 0.88013550989 0.91688166327 0.93614216081 0.94807622103

4 × 4 0.87964144112 0.91643197564 0.93576923423 0.94776813235

5 × 5 0.87946623995 0.91633067295 0.93571251539 0.94773686723

6 × 6 0.87941774022 0.91632749372 0.93572670518 0.94775760042

7 × 7 0.87941684323 0.91634900449 0.93575247150 0.94778287883

8 × 8 0.87943141218 0.91637295701 0.93577542817 0.94780329592

9 × 9 0.87938733709 0.91633139349 0.93573629925 0.94776642335

10 × 10 0.87945007317 0.91639549117 0.93579396396 0.94781791708

11 × 11 0.87945583240 0.91640108404 0.9357983716 0.94782148288

12 × 12 0.87946474537 0.91640878431 0.93580425519 0.94782606356



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 52  № 9  2012

РЕШЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА 1705

Сходимость процесса Чепмена–Энскога иллюстрируют табл. 1–3, где приведены значения
спитцеровского множителя , вычисленного с удержанием различного числа членов в разложе�
нии (3).

На фиг. 1 приведены зависимости спитцеровского множителя от параметра неидеальности
для ККП (штриховая линия) и кулоновского потенциалов (сплошная линия) при различных
значениях зарядового числа ионов. При учете не логарифмических членов в транспортных сече�
ниях электрон�электронных столкновений в большинстве случаев спитцеровский множитель 
становится функцией параметра неидеальности Γ. В то время как ранее считалось, что данная ве�
личина является постоянной для заданного значения зарядового числа иона. Спитцеровская
асимптотика (вследствие слабой логарифмической зависимости от Γ) для идеальной плазмы
γE = 0.582 достигается лишь при очень малых Γ < 10–45. Из фиг. 1 видно, что при  значение
спитцеровского множителя стремится к 1. С ростом значений Γ роль электрон�электронных
столкновений ослабевает. Для большинства моделей вклад электрон�электронных столкнове�
ний в электропроводность стремится к нулю при . 

На фиг. 2 показана зависимость приведенной проводимости плазмы  =  от параметра
неидеальности в спитцеровском приближении, а также для кулоновского и коротко действую�

Eγ

Eγ

1Γ �

Γ → ∞

*eσ 0eσ σ

Таблица 3. Сходимость процесса Чепмена–Энскога для ККП при Γ = 1 в зависимости от зарядового числа
ионов (Z)

Размер матрицы Z = 1 Z = 2 Z = 3 Z = 4

2 × 2 0.82628068329 0.88839116579 0.9177855789 0.9349245079

3 × 3 0.82653015357 0.88589467934 0.9144498298 0.9314178962

4 × 4 0.82680765587 0.88571931271 0.9142108653 0.9311916119

5 × 5 0.82675622848 0.88563104791 0.9141490109 0.9311514899

6 × 6 0.82669686368 0.88560290448 0.9141420303 0.9311544522

7 × 7 0.82666787300 0.88560400089 0.9141529339 0.9311678947

8 × 8 0.82666347035 0.88561771327 0.9141689199 0.9311828135

9 × 9 0.82663419984 0.88558616089 0.9141380104 0.9311532703

10 × 10 0.82669232316 0.88565114145 0.9141962929 0.9312046701

11 × 11 0.82670847046 0.88566486589 0.9142067395 0.9312128766

12 × 12 0.82673379300 0.88568274378 0.9142192799 0.9312221433
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Фиг. 1. Зависимость спитцеровского множителя от параметра неидеальности: данная работа, 1 – ККП, 2 – ку�
лоновский потенциал, 3 – спитцеровская асимптотика.
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щего кулоновского потенциалов. Полученные результаты качественно отражают поведение экс�
периментально выделенной кулоновской составляющей проводимости плазмы (см. [10]). Ис�
пользуя формулы (12) и (14), получаем аналогичные зависимости для других приведенных элек�

тронных кинетических коэффициентов , ,  и т.д.

5. ВЫВОДЫ

При помощи решения кинетического уравнения Больцмана в работе выполнен расчет основ�
ных электронных кинетических коэффициентов неидеальной полностью одно� и многократно
ионизованной плазмы. Разработан пакет программ для вычисления электронных кинетических
коэффициентов полностью ионизованной плазмы. Изложена реализация математической моде�
ли электропроводности плазмы при различных значениях параметра неидеальности Г. Приведе�
ны результаты вычислений при различных значениях Г для матриц высших порядков. Подтвер�
ждена установленная ранее зависимость спитцеровского множителя от параметра неидеальности.

Получено удовлетворительное согласие результатов теоретических расчетов с эксперимен�
тально выделенной кулоновской составляющей проводимости плазмы инертных газов.
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