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Аннотация. Решена задача о осесиси-
метричных колебаниях упругого изотропно-
го пространства в результате распростране-
ния в нем волн, в котором содержится тон-
кие упругие круговые включения. Учитыва-
лось, что изгибная жесткость включения
пренебрежительно мала, а на боковые кром-
ки действуют усилия, которые находятся при
решении. Метод решения базируется на ис-
пользовании разрывного решения уравнения
гармонических колебаний упругой среды. В
результате начальная граничная задача све-
дена к интегральному уравнению относи-
тельно неизвестных скачков касательных
напряжений, которое решается численно.

Ключевые слова: концентрация напря-
жений, круговое упругое включение, осе-
симметричне волны.

ВВЕДЕНИЕ
Наличие в деталях машин и инженерных

сооружениях технологических дефектов или
конструктивных элементов в виде тонких
жестких включений является источником
концентрации напряжений, которая может
привести к разрушению конструкции. Задачи
о колебаниях упругих тел, содержащих тон-
кие включения, чаще всего рассматривались
в предположении о том, что включение яв-
ляется абсолютно жестким [1 - 4]. Такое до-
пущение значительно облегчает математиче-
ское решение, но с другой стороны не позво-
ляет учитывать влияние упругих свойств
включения на концентрацию напряжений
вблизи него[5 - 7]. В настоящей работе мето-
дом, основанным на применении разрывных
решений, решается задача о гармонических
колебаниях упругой среды с тонким упругим
круговым включением. При этом включение
считается настолько тонким, что можно пре-
небречь его изгибной жесткостью.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим неограниченную упругую
изотропную среду, в которой находится уп-
ругое включение в виде тонкой круглой пла-
стины толщины h и радиуса a . Включение в
плоскости 0=z  занимает круг π<θ≤ 20 ,

ar ≤≤0 . В среде происходят осесимметриче-
ские колебания (ось симметрии проходит
через центр включения перпендикулярно к
нему) в результате распространения в ней
упругих волн. Это может быть плоская про-
дольная волна с фронтом параллельным
плоскости включения с потенциалом [8]:
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и вызывающая в среде следующие перемеще-
ния:
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Так же возможно распространение про-
дольных или поперечных цилиндрических
волн. Продольная волна задается потенциа-
лом [8]:
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а вызванные ней перемещения определяются
по формулам:
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Потенциал поперечной волны равен [8]
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и она вызывает следующие перемещения:
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Граничные условия на включении в виду
его малой толщины сформулируем на его
срединной плоскости 0=z . Будем считать
изгибную жесткость включения пренебре-
жительно малой, и что между ней и средой
выполнены условия полного сцепления. То-
гда на включении терпят разрыв касательные
напряжения с некоторым скачком:

arrrr rzrzrz <<=−−+>=< 0),()0,()0,( 2 ; (4)
Для радиального перемещения выполня-

ется равенство:
arrurur ≤≤=± 0),()0,( (5)

В равенстве (5) )(ru  перемещение в се-
рединной плоскости включения. Оно нахо-
дится из дифференциального уравнения [9]:
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где: 000 ,, Eνρ - плотность, коэффициент Пу-
ассона, модуль упругости материала вклю-
чения. Граничные условия для уравнения (6)
сформулируем исходя из того, что в центре
включения радиальное перемещение равно
нулю, а со стороны среды на боковую кром-
ку включения действуют силы растяжения
сжатия:
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Здесь
( ) ( )10 , rrrr  -напряжения, вызванные

падающей волной и напряжения, источни-
ком которых является включение. Тогда
должны выполняться равенства:
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Представим  перемещения среды в виде:
1010 , zzzrrr uuuuuu +=+= ; (9)

где:
00 , zr uu - перемещения падающей волны, а

11 , zr uu - перемещения вызванные волнами,
отраженными от включения. Перемещения

11 , zr uu  удовлетворяют уравнения Ламе для
гармонических колебаний в условиях осевой
симметрии. Поэтому они могут быть пред-
ставлены разрывным решением этих уравне-
ний со скачком (4). Так радиальное переме-
щение определится формулой [10]:
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Для того, чтобы выразить через скачок
касательных напряжений перемещение само-
го включения, следует решить граничную
задачу (6), (8). Это решение определяется
формулой:
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где: ),(1 rG η - функция Грина граничной за-
дачи (7).

После того как радиальное перемещение
среды и перемещения самого включения вы-
ражены через скачок касательных напряже-
ний, он может быть определен из граничного
условия (5). В результате подстановки (9),
(10), (11) в (5) получим интегральное урав-
нение относительно )(2 r , которое с помо-
щью преобразований подробно изложенных
в [11,12] приводится к виду:
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Вид функции )(zQ подробно приведен в [13]
Новые неизвестные функции )(2 ςg  связаны
со скачком )(2   формулами:
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Функция )(2 g была продолжена нечет-

ным образом на [-1,1].
При выводе уравнений (12), также была

получена формула для неизвестных усилий
1N из формулы (7). Для этого напряжения
1
r  были выражены через скачок (4) с помо-

щью разрывного решения [14 - 16]. После
подстановки этого решения в (7) и интегри-
рования с учетом (13) была получена форму-
ла:
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Уравнение (12) решается численным ме-

тодом, основанным на приближении инте-
грала с логарифмической особенностью по
квадратурной формуле из [17,18,19], а регу-
лярных интегралов формулой Гаусса. В ре-
зультате из (12) получаем систему линейных
алгебраических уравнений
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После решения системы (15) неизвест-
ную функцию приблизим интерполяцион-
ным многочленом:
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Для оценки напряженного состояния
введем коэффициент интенсивности напря-
жений (КИН) равный[2]
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После подстановки выражения для )(2 r

из (15), выполнения предельного перехода
найдем
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После подстановки в (14) значения )1(2g

найденного из (16) получим окончательную
формулу для безразмерного значения КИН
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Результаты численного анализа и выво-
ды. С помощью формулы (18) проведено
численное исследование зависимости КИН
от безразмерного волнового числа 0κ  и от-
ношения модулей упругости включения и
внешней среды 0e . Ниже приводятся графи-
ки этих зависимостей для некоторых случаев
воздействия на включение.

На рис. 1 приведены графики зависимо-
сти абсолютной величины безразмерных
КИН от 0 при указанных значениях 0e , ко-
гда на включение действует плоская про-
дольная волна. Можно видеть, что при воз-
растании 0 абсолютные значения КИН воз-
растают до максимального значения, а затем
практически не изменяются. С увеличением

0e  значение КИН также увеличивается, а ес-
ли 0e  приближается к 0, то КИН та стремит-
ся к 0, что соответствует случаю абсолютно
жесткого включения [4]. Графики на рис.2
построены для случая взаимодействия с
включением продольных цилиндрических
волн. В этом случае при возрастании 0 ме-
сто возрастания абсолютных значений КИН
до достижения максимума, а затем медлен-
ное убывание. Для малых значений e0

(e0≤0,0001) график совпадает  с аналогичным
графиком для абсолютно жесткого включе-
ния, возле которого концентрация будет
наибольшей. С увеличением e0 абсолютные
значения КИН быстро убывает.
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Рис.1. Воздействие плоской продольной
волны

Fig. 1. The impact of the plane-wave

Рис. 2. Воздействие продольных цилиндри-
ческих волн

Fig. 2. The impact of longitudinal cylindrical
waves

ВЫВОДЫ
Сравнение графиков на рис.1 и рис. 2 ус-

танавливает, что при взаимодействии с про-
дольными цилиндрическими волнами имеет
место несколько большая концентрация на-
пряжений, чем при взаимодействии с пло-
ской продольной[20,21].
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INTERACTION AXISYMMETRIC
WAVES WITH A THIN CIRCULARELAS-
TIC INCLUSION OF ZERO FLEXURAL

RIGIDITY

Summary. The problem about axis–
symmetric oscillations of the elastic isotropic
medium as a result of spreading waves in it is
solved. The medium contains the thin elastic
circular inclusion. It is assumed, that the bent
rigidity of the inclusion is so small that it can be
disregarded, and the efforts calculated in the
process of the solution act on the lateral edge of
the inclusion. The method of the solution is
based on the use of the discontinuous solution
of harmonic oscillations equations for elastic
medium. As a result the initial border problem is
reduced to the integral equation concerning the
unknown jump of tangent stresses. The integral
equation was solved numerically.

Key words: stress concentration, a circular
elastic inclusion of axially symmetric wave.


