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ВСТУП. INTRODUCTION 
1. Призначення навчальної дисципліни «Теоретична механіка». 

Знання та вміння, набуті при вивченні предмету, можуть бути використані 
для дослідження найскладніших проблем техніки і технології, що постійно 
виникають у зв’язку з розвитком нових видів виробництва і технічних 
засобів, для розуміння нових механічних явищ з якими будуть зустрічатись 
майбутні фахівці у практичній діяльності, а також для самостійного 
опанування нових питань технології, які виникають на межі різних галузей 
наук. 

2. Мета навчальної дисципліни.  Метою освоєння дисципліни 
«Теоретична механіка» є формування у майбутніх фахівців комплексу 
теоретичних знань і практичних вмінь, навичок  щодо найбільш загальних 
закономірностей механічного руху і рівноваги матеріальних тіл і систем та 
взаємодії матеріальних об’єктів, що з’являються при дослідженні, 
експлуатації, випробуванні і ремонтних роботах. 

Предмет навчальної дисципліни: формування у майбутніх фахівців 
комплексу теоретичних знань і практичних вмінь, навичок щодо основ 
теоретичної механіки, здобуття навичок розв’язання задач статики, 
кінематики і динаміки. 
 Навчальна дисципліна «Теоретична механіка» відіграє важливу роль в 
інженерній освіті, яка повязує математику і фізику, механіку матеріалів і 
конструкцій та будівельну механіку  з загальнотехнічними і спеціальними 
дисциплінами. 

3. Компетентності. Компетентності здобувачів обумовлені освітньою 
програмою «Агроїнженерія» й передбачають отримання відповідних 
результатів навчання, використання методів й форм оцінювання. Програмні 
компетентності включають інтегральні компетентності, загальні 
компетентності, фахові компетентності. Здобувачі вищої освіти повинні 
отримати здатність розв’язувати складні завдання й проблеми у сфери 
професійної діяльності – вміння розв’язувати задачі з розділів статики, 
кінематики та динаміки. 

Основні фахові компетенції здобувачів вищої освіти першого  
(бакалаврського) рівня вищої освіти у контексті навчальної дисципліни 
«Теоретична механіка»: 

-здатність застосування теорії для вирішення конкретних практичних 
задач складання розрахункових схем і диференціальних рівнянь руху, вміти 
визначати закони руху тіл під дією прикладених сил, розраховувати статичні 
і динамічні реакції, зводити складну систему сил до найпростішого виду, 
раціонально вибирати метод вирішення конкретної задачі механіки; 

-комунікативні, вміння зрозуміти завдання, задати питання по 
складним питанням та розв’язати завдання. 
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|4. Заплановані результати. У результаті вивчення навчальної 
дисцип-лінни студент повинен: 
знати: -умови та рівняння рівноваги тіл; 
 -класифікацію рухів тіла і залежності для визначення його 
кінематичних характеристик; 

-методи визначення загальних законів руху тіла під дією сил; 
-як перетворювати системи сил в еквівалентні, визначати і складати 

умови рівноваги системи сил, які діють на тіло; 
вмити:-визначати траєкторії, швидкість і прискорення точок твердого тіла 
незалежно від діючих на нього сил; 

-застосовувати загальні закони руху механічної системи під дією сил, 
складати диференційні рівняння її руху і з них визначити кінематичні 
характеристики руху. 

Перелік практичних умінь, необхідних для розробки й прийняття 
рішень у пізнавальний й професійній діяльності здобувачів:  

- фундаментальні цілі – уміння, які реалізуються у сфері інженерії, в 
тому числі сільсьгосподарського виробництва;  

- предметні цілі – уміння, які реалізуються у сфері техніки агропромис-
лового комплексу; призначення точності деталей і з’єднань машин і 
механізмів;   

- функціональні цілі – уміння, характерні для галузей й сфер діяль-
ності: участь у І-му і ІІ-му етапах Всеукраїнських студентських олімпіадах з 
дисципліни «Теоретична механіка»; підготовка наукових робіт; 

- виховні цілі – прийняття управлінських рішень, самоорганізація 
здобувача, уміння поставити інженерну задачу та обґрунтовано її розв’язати. 

5. Опис. Здатність застосування теорії для вирішення конкретних 
практичних задач складання розрахункових схем і диференціальних рівнянь 
руху, вміти визначати закони руху тіл під дією прикладених сил, 
розраховувати статичні і динамічні реакції, зводити складну систему сил до 
найпростішого виду, раціонально вибирати метод вирішення конкретної 
задачі механіки. 

Вивчаючи дану дисципліну здобувач має розвиток світосприймання в 
розумінні законів механічного руху, взаємодії та рівноваги матеріальних 
об’єктів, загально інженерний розвиток та отримання навичок розв’язку 
задач, а також підготовка здобувачів вищої освіти до вивчення загально 
технічних і спеціальних дисциплін.  

Для опанування навчальним матеріалом, передбаченого програмою з 
теоретичної механіки, необхідні знання з фізики, математики, в межах 
загальноосвітньої середньої школи, а також знання з вищої математики. 

Згідно з розподілом навчального часу «Теоретична механіка» у робо-
чому навчальному плані галузі знань  20 «Аграрні науки та продовольство» 
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спеціальності 208 «Агроінженерія» предмет вивчається на протязі другого та 
третього семестрів в обсязі 210 годин. 

У другому семестрі вивчається модуль 1 «Статика» (20 годин лекцій, 54 
годин практичних занять, самостійна робота 31 година); 

У третьому семестрі вивчаються: модуль 2 «Кінематика» (14 годин 
лекцій та 14 годин практичних занять, самостійна робота 21 година) і  
модуль 3 «Динаміка» (16 годин  лекцій, 16 годин практичних занять, 
самостійна робота 24 години). 

Денна форма навчання 
у тому числі: Семестр Всього 

лекції сп прак. лаб., інд с.р. 
2 105 20 - 54 - 31 

Форма контролю                                                      Залік 
3 105 30 - 30 - 45 

Форма контролю Розрахунково-графічна робота, екзамен 
Разом 210 50 - 84 - 76 

Галузь знань  01 «Освіта» спеціальність 015 «Професійна освіта 
(Аграрне виробництво, переробка сільськогосподарської продукції та 
харчові технології)»: 1 курс 2 семестр модуль 1 «Статика» (лекцій 20 годин, 
практичних занять 18 годин, самостійна робота 52 години; 2 курс 3 семестр 
модуль 2 «Кінематика» (лекцій 8 годин, практичних занять 14 годин, 
самостійна робота 22 години) і модуль 3 «Динаміка»  (лекцій 8 годин, 
практичних занять 16 годин, самостійна робота 22 години). 

Галузь знань  01 «Освіта» спеціальності 015 «Професійна освіта 
(Аграрне виробництво, переробка сільськогосподарської продукції та 
харчові технології)»:  

Денна форма навчання 
у тому числі: Семестр Всього 

лекції сп прак. лаб., інд с.р. 
2 90 20 - 18 - 52 

Форма контролю                                                      Залік 
3 90 16 - 30 - 44 

Форма контролю                                                           Екзамен 
Разом 180 36 - 48 - 96 
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МОДУЛЬ 3. ДИНАМІКА. MODULE 3. DYNAMICS  
КУРС ЛЕКЦІЙ.  LECTURE’S COURCE 
ВСТУП ДО ДИНАМІКИ 
Пізнання законів руху тіл людством було дуже повільним і не завжди 

вдалим. Навіть великий Аристотель (IV в. до н.е.) вважав, що тіло раптово 
припинить рух, якщо перестане діяти сила. Правильно сформульовані 
закони рухів, що відбуваються в природі, були відкриті внаслідок тривалих  
постережень. 

Основи динаміки були розроблені у XVI-XVII ст., коли практика 
суспільного виробництва поставила перед людиною низку важливих 
проблем у військовій справі, судноплавстві, виробництві товарів. 

Відкриття М. Коперніком (XVI ст.) геліоцентричної системи світу, а  
Й. Кеплером (XVII ст.) – законів руху планет, відіграло важливу роль у 
розвитку динаміки. 

Леонардо да Вінчі, Г. Галілей, Р. Декарт, Х. Гюйгенс (XVI-XVII ст.) – з 
цими іменами пов’язаний підготовчий період становлення динаміки. 

Леонардо да Вінчі досліджував рух тіла по похилій площині, тертя, 
питання теорії механізмів, ввів поняття моменту сили. 

Г. Галілей експериментально довів закон падіння тіл у пустоті, 
досліджував рух тіла, кинутого під кутом до горизонту, встановив закон 
пропорційності між вагою і масою тіла, сформулював принцип відносності 
класичної механіки. 

Р. Декарт ввів поняття про кількість руху, як міру механічного руху, 
відкрив закон збереження кількості руху, його ідеї виявилися плідними для 
розвитку динаміки. 

Й. Гюйгенс досліджував фізичний маятник, уперше використав вирази 
осьового моменту інерції тіла і кінетичної енергії. 

Засновником динаміки є І. Ньютон (XVII ст.). Він систематизував і 
узагальнив дослідження, що пов’язані з динамікою, і показав шляхи її 
подальшого розвитку. Ньютон вперше сформулював основні закони 
динаміки, ввів поняття маси і узагальнив поняття сили. Він відкрив закон 
всесвітнього тяжіння, як основу сучасної механіки і фізики. Систематичне 
викладення класичної механіки подано Ньютоном у творі "Математичні 
начала натуральної філософії" (1687 р.). 

Вперше аналітично виклав динаміку Л. Ейлер (XVIII ст.), академік 
Петербургзької Академії наук. Він довів важливу теорему динаміки – 
теорему про зміну кінетичного моменту, створив теорію моментів інерції, 
механіку суцільних середовищ, теорію стійкості, ввів поняття 
потенціального силового поля. 

У цей же час М.В. Ломоносов відкрив загальний закон природи – закон 
збереження матерії та руху. На базі цього закону всі закони збереження 
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механіки та фізики є конкретними окремими випадками закону Ломоносова, 
який є природничо-науковою основою матеріалізму. 

Подальший розвиток динаміки пов’язаний з працями Ж. Лагранжа,  
Л. Пуансо, С. В. Ковалевської, О.М. Ляпунова, М. Є. Жуковського, С. О. 
Чаплигіна, О. М. Крилова та ін. 

Механіка тіл змінної маси заснована І.В. Мещерським. Цей розділ 
механіки став основою теорії реактивного руху і міжпланетних польотів, яку 
створив К.Е. Ціолковський, подальший розвиток її і практичнее втілення – у 
працях творця ракетної і космічної техніки С.П. Корольова. 
У другій половині ХХ тс. з’явився новий напрям науки – робототехніка. 
Особливістю її є те, що вона синтезує й об’єднує такі науки як механіка 
суцільного середовища (теорія пружності, теорія пластичності, 
гідроаеродинаміка). Дослідження вітчизняних учених Г.М. Савіна, О.М. 
Кільчевського, О.М. Гузя, В.Т. Грінченка є провідним провідними у світовій 
науці. 

Лекція 1. Динаміка абсолютного руху матеріальної точки 
Lecture 1. Dynamics of the absolute motion of the material point 

 1.1. Основні поняття. Basic concepts 
Динаміка (dynamics) – це розділ теоретичної механіки, в якому 

вивчається рух  матеріальної точки, або механічної системи під дією сил, 
прикладених до цих рухомих  об’єктів. 

Матеріальна точка (material point) – це тіло, яке має масу, але 
розмірами якого можна знехтувати при вивченні його руху. 

Сукупність матеріальних точок складає механічну систему. 
Сила (power) є характеристикою взаємодії двох тіл. Властивості сил, які 

прикладені до твердого тіла і однієї точки, розглядались в статиці. В 
динаміці сили оцінюють по їх динамічній дії, тобто по тому, як вони 
змінюють рух тіл. 

В статиці розглядались задачі, в яких, по суті, діяли тільки постійні 
сили. В динаміці на рухоме тіло можуть діяти не тільки постійні сили, а і 
змінні сили, модулі і напрями дії яких при русі тіла змінюються. 

Змінні сили можуть залежати від часу, від положення тіла, від його 
швидкості. Сили, які явно залежать від часу, зустрічаються при дослідженні 
роботи різного роду машин і механізмів. До сил, які залежать від положення 
тіла, відносяться сили пружності, які виникають в пружних тілах при їх 
деформації (наприклад, сили  пружності пружин),а також сили притягання 
або відштовхування, що виникають при взаємодії електричних (магнітних) 
зарядів. Сили, які залежать від швидкості, зустрічаються при русі тіл у 
в’язкому середовищі і в основному ці сили є силами опору. 

Рух тіл завжди розглядається відносно деякої системи відліку в 
залежності від часу. В класичній механіці, в основі яких є аксіоми Ньютона, 
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простір  вважається трьохмірним, властивості якого не залежать від тіл, що в 
ньому рухаються.  

Час в класичній механіці універсальний, не зв’язаний з простором і 
рухом тіл. 

1.1.1. Закони динаміки. The laws of dynamics 
В основі класичної динаміки лежать закони, які вперше точно 

сформульовані і системно викладені англійським вченим Ісааком Ньютоном 
(Isaac Newton) (1642–1727) в його фундаментальній праці “Математичні 
начала натуральної філософії” (1687). 

Перший закон динаміки (закон інерції) (the first law of dynamics (the law 
of inertia)) .Ізольована матеріальна точка зберігає свій стан спокою або 
рівномірного прямолінійного руху до тих пір, поки інші тіла не виведуть її з 
цього стану. 

The first law of dynamics (the law of inertia). An isolated material point 
retains its state of rest or uniform, linear motion until other bodies withdraw it 
from this state. 

Ізольована матеріальна точка  (isolated material point) – це вільне тіло, 
на яке не діють інші тіла.  

Рівномірний і прямолінійний рух точки називають рухом по інерції 
(coasting). Стан спокою (швидкість дорівнює нулю) є окремим випадком 
руху по інерції.  

Вперше закон інерції сформулював італійський вчений Галілей (1564-
1642). Крім цього Галілей відкрив механічний принцип відносності, закон 
незалежності дії сил, закони падіння тіл на землю, закони коливання 
математичного маятника.  

Система відліку (reference frame), по відношенню до якої виконується 
закон інерції, називається інерціальною системою відліку (inertial reference 
system).  

В сучасній науці введена геліоцентрична система координат з 
початком в центрі Сонця, координатні осі якої напрямлені на одні і ті ж 
зірки. 

Використання такої системи координат в якості інерціальної системи 
відліку, як показують досліди, не приводить до помітних похибок. 

Властивість ізольованої матеріальної точки зберігати стан рівномірного 
і прямолінійного руху називають властивістю інертності. 

Згідно першого закону Ньютона, всі матеріальні тіла мають властивість 
протидіяти зміні свого руху по інерції. Ця внутрішня властивість всіх 
матеріальних тіл залежить від самих тіл і  не залежить від присутності в 
просторі других тіл. При русі матеріальної точки по інерції її прискорення 
дорівнює нулю. Прискорення точки, таким чином, є мірою відхилення її 
руху від руху по інерції. 
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Другий закон динаміки (основний закон динаміки) 
The second law of dynamics (the basic law of dynamics) 
Сила, яка діє на матеріальну точку, надає цій точці прискорення, яке 

пропорційне силі і напрямлене по лінії дії сили.  
The force acting on the material point gives this point an acceleration that is 

proportional to the force and directed along the force line. 
Аналітично цей закон записується в такому вигляді 

,Fam


                       (1.1) 
де F


–сила, яка діє на матеріальну точку, a – її прискорення, яке має напрям 
сили (рис. 1.1) 

Коефіцієнт пропорційності (coefficient of proportionality) m, який 
характеризує інертні властивості матеріальної точки, називається інертною 
масою точки.  

Інертна маса в класичній 
механіці вважається величиною 
постійною, залежною тільки від 
самої матеріальної точки і не 
залежною від характеристик її руху 
(швидкості і прискорення). Маса 
також не залежить від природи 
сили, прикладеній до точки. 
Поняття маси вперше ввів Ньютон. 

В загальноприйнятій системі 
одиниць СІ в якості одиниці часу 
прийнята секунда (с), довжини - 
метр  (м), маси - кілограм  (кг).  Для цих одиниць існують еталони.  

Одиниця сили – Ньютон (Н) – є похідною від вказаних незалежних 
одиниць. 1 Н – це сила, яка тілу масою 1 кг надає прискорення  1 2м/с  . 

).
ñ

êãì1H1( 2  

Рівняння (1.1) називають основним рівнянням динаміки матеріальної 
точки, або другим законом Ньютона. 

З дослідів відомо, що при падінні тіла на нього діє сила тяжіння.  
Якщо позначити силу тяжіння матеріальної точки через Р, а 

прискорення сили тяжіння через g, то на основі закону (1.1 ):  
.mgP              (1.2) 

Сила тяжіння матеріальної точки  дорівнює добутку її маси на 
прискорення сили тяжіння в даному місці земної поверхні. 

The force of gravity of a material point is equal to the product of its mass to 
accelerate the force of gravity in a given place on the earth's surface 

 
Рис. 1.1 
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Так як прискорення g різне в різних місцях земної поверхні, то і сила 
тяжіння даного тіла не є постійною величиною, тоді як його маса 
залишається завжди постійною. 

Третій закон динаміки (закон рівності дії і протидії). The third law of 
dynamics (the low of equality of action and counteraction).. 

Якщо перший закон динаміки вважає матеріальну точку ізольованою, а 
другий закон вважає її такою, на яку діють які завгодно тіла, то третій 
закон стосується випадку, коли взаємодіють тільки дві матеріальні точки.  

Третій закон доповнює перші два настільки, що всі закони в своїй 
сукупності вже достатні для вивчення руху як завгодно складних систем 
матеріальних точок. 

Сили, з якими взаємодіють дві матеріальні точки, завжди рівні по 
модулю і спрямовані по одній прямій в протилежні сторони. 

The forces interacting with two material points are always equal in modulus 
and directed one straight line in opposite directions 

Цей закон ми використовували при вивченні розділу „Статика”.     
Четвертий закон динаміки ( закон незалежності дії сил). Fourth law of 

dynamics (the law of independence of the force) 
Прискорення матеріальної точки, яке виникає при одночасній дії на неї 

декількох сил, дорівнює векторній сумі прискорень, які надаються точці 
окремими силами. 

The acceleration of a material point, which arises at the simultaneous action 
of several forces on it, is equal to the vector sum of the accelerations provided by 
the point by individual forces 





n

1k
k .Fam


                   (1.3)  

Це означає, що при дії на матеріальну точку сил   1F


, 2F


,…, nF


  кожна з 
яких надає точці відповідно прискорення, 1a


, 2a


,…, na , загальне прискорення 

матеріальної точки буде  .aaaa n...21


   

Використовуючи вираз  (1.1), можна записати 
.Fam...,,Fam,Fam nn2211 


 

Склавши між собою ці рівності, одержимо 
.F...FF)a...aa(m n21n21


  

Звідси одержимо вираз (1.3). 
1.2. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки 

               Differential equations of motion of a material point  
При вивченні кінематики точки розглядалось три способи визначення 

руху точки:  
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1) векторний спосіб (vector way); 2) координатний спосіб (coordinate 
method); 

3) натуральний спосіб (natural  way ). 
Для цих способів визначення руху точки запишемо диференціальні 

рівняння руху матеріальної точки. 
Підкреслимо, що в законах динаміки (1.1) і (1.3) розглядається вільна 

матеріальна точка (free material point).  
Якщо матеріальна точка не вільна, то, використовуючи аксіому про 

в’язі, звільняємось від в’язей і заміняємо їх дію на матеріальну точку 
реакціями в’язей. 

В подальшому не будемо відрізняти між собою вільну і невільну 
матеріальну точку. 

Під  силою F


 будемо розуміти рівнодійну всіх заданих сил і реакцій 
в’язей. 

1.2.1.  Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в 
векторній формі 
        The differential equations of motion of a material point in the vector 
form 

З кінематики точки відомо, що 

прискорення  a


 виражається 
через радіус-вектор r  (radius 
vector) (рис 1.2): 

.r
dt

rda 2

2



   (а)    

Підставивши вираз (a) в 
закон динаміки (1.1), одержимо 
диференціальне рівняння руху 

матеріальної точки в векторній формі .Frm
                 (1.4) 

1.2.2. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в 
декартовій системі координат 
       Differential equations of motion of a material point in a    Cartesian 
coordinate system  
Нехай матеріальна точка М під дію рівнодійної сили F


 рухається по 

деякій криволінійній траєкторії. Проведемо декартову систему координат з 
початком в точці О (рис.1.2). 

Спроектуємо основний закон динаміки  на координатні осі: 
xx Fma  ,  yy Fma  ,  zz Fma  ,       (б) 

де ax. ay az, – проекції вектора прискорення точки на відповідні осі декартової 
системи координат; 

Рис. 1.2. До поняття прискорення 
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    Fx. Fy, Fz – проекції вектора сили на відповідні координатні осі. 
Проекції прискорення на координатні осі можна виразити через другі 

похідні по часу від координат x,  y,  z  рухомої точки М  

,x
dt

xd
dt

dVa 2

2
x

x   ,y
dt

yd
dt

dV
a 2

2
y

y  , .z
dt

zd
dt

dVa 2

2
z

z       (в) 
Підставивши вираз (в) в вираз (б), одержимо диференціальні рівняння 

руху матеріальної точки в декартовій системі координат: 
;Fxm x   ;Fym y   .Fzm z                          (1.5) 

1.2.3. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в 
натуральній системі ординат 
          The differential equations of motion of a material point in the 
natural system of ordinates 

Нехай матеріальна точка М під дією 
рівнодійної сили F


 рухається по криволі-

нійній траєкторії. Введемо натуральну 

систему координат b,n,


  з початком в 
точці  М. Так як точка М рухається , то 
рухається і система координат (рис. 1.3). 

Спроектуємо основний закон 
динаміки (1.1) на осі натурального 
трьохгранника: 

,Fma    ,Fma nn   ,Fma bb               (г) 

де ,a  ,a n ba  і ,F ,Fn bF  – відповідно 
проекції прискорення і рівнодійної  сили на дотичну, головну нормаль і 
бінормаль до траєкторії в даний момент часу. 

Відомо, що  .0a;Va;
dt

dVa b

2

n 


    (д) 

Тут   –  радіус кривини траєкторії в даній точці. 

           .F0,FVm,F
dt
dVm bn

2




                           (1.6) 
Рівняння (1.6) є диференціальними рівняннями руху матеріальної 

точки в натуральній системі координат. 
1.3. Дві основні задачі динаміки матеріальної точки 
      Two main tasks of the dynamics of the material point 
Всі задачі динаміки в основному можна розбити на дві категорії, які 

мають наступні назви: перша задача динаміки і друга задача динаміки, яка є 
оберненою до першої. 

Рис. 1.3 



 16 

1.3.1. Перша задача динаміки.  The first task of the dynamics 
За відомим законом руху матеріальної точки треба визначити 

рівнодійну сил, що зумовили заданий рух точки. 
According to the known law of motion of a material point it is necessary to 

determine the equilibrium forces that caused a given motion of a 
point.Розв’яжемо цю задачу в загальному вигляді, використовуючи 
координатний спосіб визначення руху точки. 

 Нехай відомі маса m точки і 
рівняння її руху  

)t(fz),t(fy),t(fx 321  . 
Треба знайти рівнодійну силу  
F


, яка здійснює даний рух 
точки (рис. 1.4). 

Для розв’язання цієї задачі 
використаємо диференціальні 
рівняння руху матеріальної 
точки у вигляді  (1.5). 

Диференціальні рівняння (1.5) дозволяють знайти проекції zyx F,F,F
 

рівнодійної на декартові координатні осі.  

Для цього потрібно знати проекції zyx a,a,a  прискорення точки на 
ці ж осі.  

Якщо рівняння руху двічі продиференціювати по часу, то одержимо 

проекції прискорення на відповідні координатні осі . .xa,xa,xa zyx    

Тоді .zmF;ymF;xmF ZyX          (1.7) 
Модуль рівнодійної і її напрям  знайдемо з формул 

,FFFF 2
z

2
y

2
x          (1.8) 

F
F)k,Fcos(,

F
F

)j,Fcos(;
F
F)i,Fcos( zyx 



.     (1.9) 

1.3.2. Друга задача динаміки  
1.3.3. The second task of the dynamics 
Друга задача динаміки полягає в тому, що по заданій масі m точки і 

відомими силами, діючими на цю точку, треба знайти рівняння руху точки. 
The second problem of dynamics is that by a given mass m of a point and 

known forces acting on this point, it is necessary to find the equation of motion of 
the point. 

Розв’язування цієї задачі зводиться до інтегрування системи 
диференціальних рівнянь руху точки (1.5) або (1.6). 

 
Рис. 1.4. Перша задача динаміки 



 17 

Як зазначалось раніше, сили можуть бути функціями часу t , 
положення точки r , швидкості 

V . Тому проекції сил, наприклад, на 
декартові координатні осі  записують у формі 

       1fFx  )z,y,x,z,y,x;t(  , 2fFY  ),,,,,;( zyxzyxt  , 3fFZ  ),,,,,;( zyxzyxt  .          (1.10) 
      При інтегруванні системи диференціальних рівнянь (1.5) з’являються 

шість довільних постійних   621 C,....C,C , які визначаються з початкових 
умов задачі. В механіці початковими умовами є сукупність параметрів, які 
визначають положення точки і її швидкість в початковий момент часу t=0.  
Наприклад, при розв’язуванні задачі в декартовій системі координат 
початкові умови ( п. у.) мають вигляд: 


























.zz
,yy
,xx

,zz
,yy
,xx

0t

0

0

0

0

0

0





           (1.11)                       

Підставляючи знайдені значення довільних постійних 621 C,....C,C  в 
загальні інтеграли системи (1.5) і розв’язуючи їх відносно шуканих величин, 
одержимо рівняння руху матеріальної точки: 

1x  );z,y,x,z,y,x,t( 000  2y  );z,y,x,z,y,x,t( 000  3z  ).z,y,x,z,y,x,t( 000   
Система диференціальних рівнянь (1.5) інтегрується лише в деяких 

окремих випадках, коли, наприклад, права частина є постійною, простою 
функцією часу і т.п.  

В загальному випадку інтегрування системи (1.5) може бути проведено 
лише наближеними методами. Ефективність цих методів значно виросла в 
зв’язку з розвитком електронних обчислювальних машин. 

Достатньо просто розв’язується друга основна задача динаміки точки у 
випадку її прямолінійного руху, який має місце, коли діюча сила зберігає 
постійний напрям, а початкова швидкість спрямована по силі, або дорівнює 
нулю. 

Диференціальне рівняння прямолінійного руху точки має вигляд  

,Fxm
n

1k
K X



                   (1.12) 

а початкові умови  .xx,xx,0t 00     
Якщо сила є функцією тільки однієї змінної, то диференціальне 

рівняння прямолінійного руху інтегрується методом відокремлення змінних. 
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Лекція 2.  Динаміка відносного руху матеріальної точки 
Lecture 2. Dynamics of the relative motion of the material 
point 
2.1. Основний закон відносного руху матеріальної точки  
       Basic law of the relative motion of the material point 
Перший і другий закони Ньютона виконуються при русі точки 

відносно нерухомої системи координат, яку називають інерціальною 
системою координат.  

Запишемо другий закон Ньютона в цій системі координат: 
,NFam a


           (2.1) 
де aa


 – абсолютне прискорення точки (absolute acceleration point), т. б. 

прискорення точки M відносно нерухомої системи координат O1X1Y1Z1, 
(рис. 2.1.); F


– активна сила; (active force) N


– реакція в’язі (linkage reaction). 

 
Рис. 2.1 

Вияснимо, чи зміниться основне рівняння динаміки, якщо рух даної 
точки М розглядати відносно рухомої системи координат (moving coordinate 
system) OXYZ (див. рис. 2.1.), яку назвемо неінерціальною системою 
координат (non-inertial coordinate system), при чому ця система координат 
рухається довільним чином відносно нерухомої системи координат.  

Рух точки М є складним, тому що вона одночасно рухається відносно 
системи координат OXYZ, і разом з нею рухається відносно нерухомої 
системи координат O1X1Y1Z1.  

Як відомо, абсолютне прискорення точки М складається з відносного, 
переносного і коріолісового прискорень:  
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 cera aaaa 
 ,          (2.2) 

де ra  і ea – відповідно відносне (relative acceleration) і переносне 
прискорення (portable acceleration); 

сa


=2(
e


 × rV


) – коріолісове прискорення (coriolis acceleration);   (2.3) 

ωe – переносна кутова швидкість рухомої системи координат OXYZ; 

rV


– відносна  лінійна швидкість точки М. 
Підставимо вираз (2.2) у вираз (2.1) : 

 .NF)aaa(m cer


  
Останній вираз перепишемо в такому вигляді: 

ram


 = F

+ N


 + )am( e


  + ).am( с


  

Введемо позначення : еФ


= – eam


,       (2.4) 

сФ


= – .am c


          (2.5) 

де еФ


 – переносна сила інерції (portable force of inertia);  

     сФ


 – коріолісова сила інерції (coriolis force of inertia). 

Тоді: ram = F


+ N


+ еФ


+ сФ


.        (2.6) 
Вираз (2.6) є основним рівнянням динаміки відносного руху 

матеріальної точки М.  
Порівняння виразів (2.1) і (2.6) показує, що при вивченні руху точки М 

відносно рухомої системи координат необхідно враховувати переносну силу 
інерції еФ


 і коріолісову силу інерції сФ


. Як видно з виразів (2.4) і (2.5), 

переносна сила інерції напрямлена в протилежний бік переносному 

прискоренню ea


, а коріолісова сила в протилежний бік коріолісовому 

прискоренню ca


. 
По абсолютній величині сили інерції знаходяться за формулами: 

еФ = .mae            (2.7) 

сФ = .mac .    (2.8) 
Якщо вираз (2.6) спроектувати на осі рухомої системи координат, то 

одержимо диференціальні рівняння відносного руху точки в скалярній 
формі: 

xm   = Fx+Nx+Феx+Фсx; 
ym   = Fy+Ny+Феx+Фсx;        (2.9) 
zm   = Fz+Nz+Феz+Фсz . 
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де  


x , 


y ,


z  – проекції відносного прискорення точки М на відповідні осі OX, 
OY, OZ рухомої системи координат. 

Розглянемо окремі випадки руху точки М і рухомої системи координат 
OXYZ: 

1. Нехай точка О (початок рухомої системи координат) рухається з 
прискоренням оa .  

Крім цього, система обертається навколо центра О, а точка М 
рухається з прискоренням ra  відносно цієї системи координат. 

В цьому випадку руху переносне прискорення точки М буде 

ea


 = оa + .aa n
ee


                  (2.10) 

де 
n
ee aіa 

 – відповідно переносне дотичне і нормальне прискорення точки 

М. 

ea  = ( 


× r );  

n
ea = e




×( e



× r ),               (2.11) 
Підставимо вираз (2.10) у вираз (2.4). 

еФ


= (– оam ) + (– 
eam ) + (– n

eam ). 
Введемо позначення 

оФ


= – .оam                    (2.12) 

еФ


 = – .eam                   (2.13) 

 n
еФ


= – .am n
e


                  (2.14) 

Тоді еФ


 = оФ


 + 
еФ


+ n
еФ


,                (2.15) 

де оФ


 – переносна сила інерції, яка напрямлена протилежно напряму 

прискорення оa  центра О; 

еФ


– переносна дотична сила інерції, яка напрямлена протилежно 

напряму дотичного прискорення 
ea


 точки М; 
n
еФ


 – переносна нормальна сила інерції, яка напрямлена протилежно 
напряму нормального прискорення n

ea  точки М. 
Підставимо вираз (2.15) у вираз (2.6). Тоді основний закон динаміки 

відносного руху матеріальної точки запишеться в вигляді 

ram = F


+ N


+ оФ


+ 
еФ


+ n
еФ


+ .Фс


             (2.16) 
1.Якщо в попередньому випадку вважати, що початок О рухомої 

системи координат рухається прямолінійно і рівномірно, то оa  = 0. Тоді 
основний закон відносного руху точки має вигляд 
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 ram = F


+ N


+ 
еФ


+ n
еФ


+ .Фс


              (2.17) 
2.Нехай рухома система координат рухається поступально з 

прискоренням оa


, а точка М відносно неї рухається з прискоренням ra


.Тоді 

кутова швидкість e



 і кутове прискорення е


 рухомої системи координат 

дорівнюють нулю і згідно виразів (2.3), (2.11), прискорення .0aaa c
n
ee   

Це означає, що сили інерції 
еФ = n

еФ = .0ФС   В цьому випадку закон 
динаміки відносного руху точки буде мати вигляд 

ram = F


+ N


+ ,еоФ


,                (2.18) 

де переносна сила інерції еоФ


 визначається за формулою (2.12). 
3.Нехай рухома система координат виконує прямолінійний 

рівномірний рух, а точка М – прискорений рух відносно цієї системи 
координат.  

Тоді ,0cое aa   а це означає, що сили інерції  
.0ФФФФ с

n
еее0     

В цьому випадку, основний закон динаміки відносного руху точки 
набуде вигляду   

.NFam r


                           (2.19) 
Порівнюючи вираз (2.19) з законом Ньютона (2.1), записаним відносно 

нерухомої системи координат, бачимо, що другий закон Ньютона 
виконується не тільки при русі точки М відносно нерухомої системи 
координат, але і відносно рухомої системи координат, яка рухається 
прямолінійно і рівномірно.  

Таким чином, інерціальними системами координат є не тільки 
нерухомі системи координат, а і рухомі, які рухаються рівномірно і 
прямолінійно. 

Спостереження над рухом точки відносно рухомої системи координат 
дозволяють сформулювати принцип відносності класичної механіки: 

Ніякі досліди в середині системи не можуть встановити, рухається 
ця система рівномірно і прямолінійно чи знаходиться в стані спокою. 

No experiments in the middle of the system can determine whether the 
system moves in a uniform and straight line or is at rest. 

4. Відносний спокій точки (relative calm point). Нехай рухома система 
координат рухається довільним чином, а точка М відносно цієї системи не 
переміщується (Vr = 0). 

Тоді 0cr a,0a   і  Використовуючи вираз (2.6), одержимо основне 
рівняння відносного спокою: 
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.0еФNF 


               (2.20) 

Лекція 3. Загальні теореми динаміки. Метод кінетостатики  
Lecture 3. General dynamics theorems. Kinettatic method 
3.1. Основні поняття динаміки механічної системи 
          Basic concepts of the dynamics of the mechanical system 
3.1.1. Механічна система. Класифікація сил в динаміці механічної 
системи 
       Mechanical system. Classification of forces in the dynamics of the 
mechanical system 

          Механічною системою (mechanical system) називається сукупність 
матеріальних точок, положення і рух кожної з яких залежить від положення 
і руху решти точок. 
          Яскравим прикладом механічної системи є Сонячна планетна система. 
Рух кожної з планети залежить від положення і руху решти планет цієї 
системи.  

Колінчастий вал двигуна разом з шатунами, поршнями і т. п. також 
складає механічну систему. Таких прикладів можна розглянути безліч. Зграя 
птахів, які летять в просторі, не є механічною системою, так як між птахами 
немає ніяких сил взаємодії.  
          Система матеріальних точок називається вільною, якщо точки системи 
в будь-який момент часу можуть займати довільне положення і мати 
довільну швидкість. 
          Прикладом вільної системи матеріальних точок є Сонячна планетна 
система. На планети системи діють сили взаємного притягання.  
          Механічна система не вільна, якщо її рух підкоряється деяким 
обмеженням геометричного або кінематичного характеру, заданими наперед 
і не залежними від початкових умов, від прикладених сил і других умов 
руху.  
          Колінчастий вал двигуна, шатун, поршень і т. п. складають невільну 
механічну систему. 
          Те, що обмежує рух системи, називається в’язями. 
          В’язі (ligament) діляться на геометричні і кінематичні. Геометричні 
в’язі не дозволяють системі в даний момент часу займати довільне 
положення, тобто вони накладають обмеження на координати точок 
системи. Кінематичні в’язі накладають обмеження на швидкість точок 
системи. 
          В динаміці механічної системи використовується аксіома про в’язі (та 
ж сама, що і в статиці ). 
          Сили, що діють на матеріальні точки системи, розділяють на зовнішні 
і внутрішні. 
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          Зовнішніми силами (external forces) називаються сили взаємодії між 
матеріальними точками, які належать даній системі і матеріальними 
точками, які не належать даній системі.   
Зовнішні сили позначаються символом еF

 . 
          Внутрішніми силами (internal forces) називаються сили взаємодії між 
матеріальними точками, які належать даній системі. 
          Внутрішні сили позначаються символом іF


. 

          Як зовнішні, так і внутрішні сили можуть бути активними або 
реакціями в’язей.  
          Розподілення сил на зовнішні і внутрішні є умовним і залежить від 
того, рух якої системи тіл ми розглядаємо. Наприклад, якщо розглядати рух 
сонячної системи в цілому, то сили притягання Землі і Місяця до Сонця і 
других планет є внутрішніми силами. Якщо ж розглянути систему Земля – 
Місяць, то сили притягання між Землею і Місяцем будуть внутрішніми 
силами, а сили притягання Землі і Місяця між Сонцем і другими планетами 
стали зовнішніми силами.    
          Цей приклад показує, що при розв’язуванні задач динаміки механічної 
системи треба чітко сформулювати, які тіла належать даній механічній 
системі. 
          3.1.2. Властивості внутрішніх сил 
            Properties of internal forces 
          Перша властивість. Головний вектор (main vector) всіх внутрішніх сил 
системи дорівнює нулю. 
 0R i 


.           (3.1) 

Розглянемо систему, яка складається з трьох матеріальних точок A, B, 
C (рис. 3.1). Між цими точками є сили взаємодії 
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          Знайдемо головний вектор внутрішніх сил 
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     Друга властивість. Головний момент (the main point) внутрішніх сил 
системи відносно довільного центра або осі дорівнює нулю.  

       ;0M i
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

.0M i
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 (3.2) 
Розглянемо систему, яка складається з двох матеріальних точок А і В 

(рис. 3.2 ). Сили FF
і
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і
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
  є внутрішніми силами. Знайдемо момент сил    

Рис. 3.1.                         
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3.2. Геометрія мас. Geometry of the masses 
          Рух механічної системи залежить не тільки від діючих сил, а і від її 
сумарної маси і розподілення цих мас. Для характеристики розподілення мас 
в тілах при вивченні обертальних рухів вводиться поняття моменту інерції. 
          3.2.1. Центр мас механічної системи 

              The center of mass of the mechanical system 
  Масою системи матеріальних точок (mass of system of material points), 
яка складається з n точок з масами m1, m2, …mn, називається величина М, 
яка рівна сумі мас окремих точок:  

.mm...mmM
n

1k
kn21 



    (3.3) 

Нехай механічна система склада-
ється з n матеріальних точок М1, М2, 
...Мn, маси яких m1, m2, … mn. Виберемо 
в просторі декартову систему координат 
ОХYZ. Відносно центра О точки М1, 
М2, ... Мn, мають відповідно радіуси- 
вектори  

r,rr n2 ,...,1
  (рис. 3.3).  

Центром мас системи матеріальних точок (the center of the masses of the 
system of material points) в декартовій системі координат ОXYZ називається 
точка С з радіусом – вектором ,r c

  який визначається за формулою  
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Координати хc, уc, zc центра мас системи знаходяться за формулами:                  
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де xk, yk, zk – координати k-тої матеріальної точки.  
          При неперервному розподілі маси суми, що знаходяться в правих 
частинах формул (3.2) і (3.3), переходять у відповідні інтеграли.  
 

 
Рис. 3.2. 

 
Рис. 3.3 
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          3.2.2. Моменти інерції механічної системи і твердого тіла 
                    Moments of inertia of the mechanical system and the solid body 

Положення центра мас не повністю характеризує розподілення мас 
системи. Розглянемо рис. 3.4. Нехай стрижень DD1 і кульки А і В, які на 

ньому розміщені, обертаються 
навколо осі О1 Z. Кульки А і В 
розміщені симетрично відносно 
О1Z. Центр мас С цієї систми 
співпадає з точкою О. Переміс-
тимо кульки А і В на одну і ту ж 
величину в положення А1 і В1. 
Положення центра мас не зміни-
лось, але розподіл мас став 
іншим, а це впливає на рух цієї 
системи. Тому в механіці вво-

диться  ще одна характеристика розподілення мас-момент інерції. 
          3.2.2.1. Моменти інерції механічної системи і твердого тіла 
відносно координатних осей і полюсів 

 Moments of inertia of the mechanical system and the solid body with 
respect to the coordinate axes and poles 
          Нехай точка М, маса якої m, обертається  навколо 
осі О Z. Радіус обертання r (рис. 3.5). Моментом інерції 
матеріальної точки (moment of inertia of the material 
point) відносно деякої осі OZ називається добуток маси 
m точки на квадрат її відстані  r до цієї осі:                  

 .mrI 2
z            (3.6) 

          Момент інерції має розмірність кгм2 . 
Якщо навколо цієї осі обертається система матеріальних точок (рис. 

3.6), то моментом інерції системи відносно осі є сума добутків мас точок цієї 
системи на квадрат їх відстаней до цієї осі. 
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Знайдемо момент інерції твердого тіла (moment of 
solid state inertia), що обертається навколо осі ОZ. 
Тверде тіло має нескінчену кількість точок, причому 
маса кожної з цих точок прямує до нуля. 

Використаємо вираз (3.7): 
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Рис. 3.4 

 
Рис. 3.5 

 
Рис. 3.6 
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де dm – маса елементарної частинки тіла; r – відстань цієї частинки до осі 
ОZ. Інтеграл береться по всій масі тіла.  
Виведемо формули для моментів інерції 
механічної системи і твердого тіла 
відносно координатних осей. На рис. 3.7 
показана одна точка Мk механічної 
системи. Вона знаходиться на відстані rk  
від центра О (полюса) і має координати: 
xk, yk, zk.           Знайдемо момент інерції 
Іу механічної системи відносно осі ОY.  
lk - відстань k-тої точки системи до осі 
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          Остаточно, моменти інерції механічної системи і твердого тіла 
відносно координатних осей визначаються за формулами:    
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          Момент інерції механічної системи і твердого тіла відносно полюса О 
визначається за формулами:  
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де .rzyx 2
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k   
Якщо почленно скласти формули (3.9),  то отримаємо слідуючу  

формулу 0zyx Ι2ΙΙΙ  .               (3.11) 
          Широко використовується при обчислені моментів інерції тіл поняття 
радіуса інерції . 
          Радіусом інерції (radius of inertia)  називається та відстань, на яку 
треба розмістити точку, маса якої дорівнює масі тіла, щоб вона мала той 
самий момент інерції, що і саме тіло. 
          По означенню 
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Рис. 3.7 
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Звідки .M/Iz         (3.13) 
3.2.2.2. Моменти інерції тіла відносно паралельних осей. Теорема 
Гюйгенса 
Moments of inertia of the body relative to the parallel axes. Huygens' 
theorem 

          Виберемо в центрі  мас системи С початок декартової  системи 
координат СXYZ.  Маємо хс = ус =zc= 0.                                      (а) 

Нехай нам відомий момент інерції Іcz системи відносно осі СZ, що 
проходить через центр мас. Проведемо вісь OZ1 паралельно осі CZ. Відстань 
між осями d (рис. 3.8-2.6).  

          Розглянемо k-ту точку систе-
ми, маса якої mk. В системі  
координат СXYZ точка Мk має має 
координати: xk, yk, zk. В системі 
координат OZ1X1Y1 ця точка має 

координати: kk1 xx  ,  

dyy kk1  , kk1 zz  . 
          Запишемо момент інерції 
системи відносно осі ОZ1. 
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          Перший член цієї суми, згідно формули (2.7), є моментом інерції Іcz 

системи відносно осі CZ. Сума Ìmk  - маса системи.  

          Покажемо, що .0ym kk  Скористаємося формулою (3.5).  

          .ymÌ
1y kkñ   Згідно виразу (а) yc=0. Тому .0ym kk   

          Остаточно маємо                                                                                                                       
.MdII 2

cz1z                                                                                  (3.14) 
         Формула (3.14) виражає теорему Гюйгенса. 
         Христиан Гюйгенс (1629-1695)–голландський вчений, механік, фізик, 
астроном. Винайшов маятникові годинники. Ввів поняття про момент 
інерції тіла. 
          Момент інерції Іz1 тіла відносно деякої осі дорівнює сумі моменту 
інерції Іcz тіла відносно паралельної до неї осі, що проходить через центр мас 

 
Рис. 3.8-2.6 
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тіла і добутку маси тіла на квадрат відстані між осями.  
          Формула (3.14) широко використовується в практичних розрахунках 
при визначені моментів інерції тіл відносно осей, які не проходять через 
центр мас. 
          3.2.3. Відцентрові моменти інерції 
           Centrifugal moments of inertia 
         Для повної характеристики розподілення мас тіла відносно даної 
системи координат, крім осьових моментів інерції (axial moments of inertia) 
Іх, Іу, Іz вводять ще відцентрові моменти інерції (centrifugal moments of 
inertia). Дамо означення відцентрових моментів інерції для однієї 
матеріальної точки.  
          Відцентровим моментом інерції матеріальної точки називається 
добуток її координат на масу точки.  

        ;xymIxy  ;xzmIxz  .yzmI yz     (3.15) 
          Відцентровими моментами інерції твердого тіла називаються 
величини, які знаходяться з рівностей: 
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yz .yzdmI                          (3.16) 

          Осьові моменти інерції Іх, Іу, Іz  завжди додатні. Відцентрові моменти 
інерції Іху, Іхz, Іуz  можуть бути додатними, від’ємними, або дорівнювати 
нулю. 
 Розглянемо рис. 3.9. Диски 1 і 2 
обертаються навколо осі ОУ. Вісь 
симетрії диска 1 співпадає з осью 
обертання ОУ, а в диски 2 вісь 
симетрії АВ складає деякий кут  з 
осью обертання. У випадку обер-
тання диска 2 необхідно врахову-
вати відцентрові моменти інерції. 
Якщо якимось чином повернути 
диск 2 так, щоб вісь симетрії АВ співпала з осью обертання ОУ, то 
відцентрові моменти інерції зникнуть, тобто стануть рівними нулю. Для 
диска 1 відцентрові моменти інерції дорівнюють нулю.  
          Відцентрові  моменти інерції мають важливе значення при визначенні 
тиску на підшипники при обертанні твердого тіла навколо нерухомої осі і в 
других випадках.  
          Головною осью інерції тіла (the main axis of inertia of the body) 
називається вісь, для якої обидва відцентрових моментів інерції, що містять 
в собі індекси цієї осі, дорівнюють нулю.  

Наприклад, якщо вісь ОY є головною осью інерції, то відцентрові 
моменти інерції Іху=Іzy=0. Для диска 1 вісь OY є головною осью інерції. 

 
Рис. 3.9 
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          Головною центральною осью інерції тіла (the main central axis of inertia 
of the body) називається головна вісь інерції, що проходить через центр мас 
тіла.  
          Для диска 1 головною центральною осью інерції є вісь ОY, а для диска 
2 – вісь АВ.  
          Наведемо без доведення наступні твердження:  
          1. Якщо однорідне тіло має площину симетрії, то для довільної точки 
О, яка лежить в цій площині, одна з головних осей інерції перпендикулярна 
площині симетрії, а дві другі головні осі інерції розміщені в цій площині 

(рис. 3.10). 
          2. Якщо однорідне тіло 
має вісь симетрії, а неоднорідне 
тіло має вісь матеріальної си-
метрії, то ця вісь є головною 
центральною віссю інерції (рис. 
3.9). 
       3. Головні осі інерції для 
точки О, розміщеній на голов-

ній центральній осі інерції, паралельні головним центральним осям інерції 
(рис. 3.11). 

Існує простий зв’язок між відцентровими моментами інерції тіла 
відносно паралельних осей. Доведення цих формул дивись у підручнику [8]. 

;MabII xy1y1x   ;MbcII yz1z1y   ,McaII xz1z1x                  (3.17) 
 де а, b, с – координати точки С (центра мас системи ) в системі координат 

ОX1Y1Z1 (рис. 3.12), М – маса тіла.                             
3.2.4. Момент інерції твердого тіла 
відносно довільної осі 
         The moment of inertia of a solid 
body with respect to an arbitrary axis 
 Візьмемо в тілі довільну точку О і 
приймемо її за початок декартової 
системи координат ОXYZ . Через точку 
О проведемо довільну пряму Оl, яка 
складає з осями х, у і z кути  ,   і   
(рис. 3.13). 

 Знайдемо момент інерції Іl  тіла відносно осі Оl, якщо відомі осьові Іх, 
Іу, Іz  і відцентрові Іху, Іхz, Іуz  моменти інерції. Візьмемо в тілі довільну точку 
М з радіусом – вектором r . Маса точки dm, а координати x, y, z. Проведемо 
з точки М перпендикуляр МА=� �до лінії Оl. 

 
        Рис. 3.10                   Рис. 3.11 

 
Рис. 3.12 
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Момент інерції тіла відносно осі 

Оl буде   .dmI 2
l                 (a) 

 З прямокутного трикутника ОАМ 

маємо .OAr 222                (б)  
Модуль радіуса- вектора r


 можна 

обчислити за формулою   
.zyxr 2222            (в) 

Виразимо радіус – вектор r  через 
суму векторів BO


, DO


 і EO


.  
,EODOBOr


  
 де ОВ=x, OD=y, OE=z. 
          Відрізок  ОА  можна знайти, якщо спроектувати вектор r


 на лінію Оl. 

.coszcosycosxcosOEcosODcosOBrnpOA ol 


    (г) 
          Підставимо вирази (в) і (г) у вираз (б):    

  
II

2

I

2222 )coszcosycosx()zyx(  . 

          Вираз (І) помножимо на  222 coscoscos1 , а вираз (ІІ) 
піднесемо до квадрату.  

.coscosyz2coscosxz2coscosxy2cosz
cosycosx)coscos)(coszyx(

22

22222222222




 

.coscosyz2coscosxz2coscosxy2
cos)yx(cos)zx(cos)zy( 2222222222




        (д)      

          Підставимо вираз (д) у вираз (a):  

 
  





.yzdmcoscos2xzdmcoscos2xydmcoscos2

dm)yx(cosdm)xz(cosdm)zy(cosI 222222222
l

 

          Використовуючи співвідношення (3.7) і (3.16-2.14), маємо  

.coscosI2coscosI2
coscosI2cosIcosIcosII

yzxz

xy
2

z
2

y
2

xl




                 (3.18)             

          Формула (3.18-2.16) дає можливість обчислити момент інерції тіла 
відносно довільної лінії, якщо відомі осьові і відцентрові моменти інерції.  
 
 

Рис. 3.13 
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3.2.5.Eліпсоїд інерції. The inertia ellipsoid 
          Характер зміни величини моменту інерції тіла при зміні напряму осі, 
яка проходить через початок координат, можна наочно показати 
геометрично. Відкладемо від початку координат  уздовж узятої осі l відрізок 
r, довжина якого за величиною обернена до квадратного кореня з моменту 
інерції відносно розглядуваної осі l:  

.I/1r l                  (3.19) 
При найрізноманітніших змінах напряму осі l геометричне місце 

відрізків, що відкладаються вздовж осей, утворить замкнену поверхню, усі 
точки якої лежать на скінченній віддалі від початку координат.  
          Якщо координатами кінця відкладеного відрізка  r є  x, y, z, то 
напрямні косинуси прямої l дорівнюють   

;
r
xcos   ;

r
ycos  .

r
zcos   

          Підставляючи ці значення у вираз (3.18), помножуючи на r2 і 
враховуючи, що 12  lr  (див. 3.19), замість (3.18) дістанемо: 

.1yzI2xzI2xyI2zIyIxI yzxzxy
2

z
2

y
2

x                          (3.20) 
          Це є рівняння поверхні, яка є геометричним місцем кінців відрізків, що 
відкладаються від початку координат уздовж найрізноманітніших променів l 

(рис. 3.14).  
Поверхня (3.20) є трьохосний 

еліпсоїд, який називається еліпсоїдом 
інерції для точки О. Еліпсоїд інерції 
змінюється залежно від вибору точки О. 
Еліпсоїд інерції, який побудований для 
центра мас тіла С, називається централь-
ним. Якщо осі СX, СY, СZ є головними 
центральними осями інерції, то 

0ΙΙΙ yzxzxy  . 
          Рівняння (3.20) еліпсоїда інерції в 
головних центральних осях інерції 

набуває вигляду  
.1zIyIxI 2

z
2

y
2

x   
          На рис. 3.14 цифрами 1, 2, 3 позначені перша, друга і третя головні осі.   
 
 
 
 
 

 
Рис. 3.14 
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Лекція 4. Диференціальні рівняння  руху системи матеріальних 
точок. Теорема про рух центра мас механічної системи 
Lecture 4. Differential equations of motion of a system of material points 

   4.1. Диференціальні рівняння руху системи матеріальних точок 
       Differential equations of motion of the system of material points 

Основною задачею динаміки 
системи матеріальних точок є 
дослідження її руху при заданих 
силах, що діють на систему. 

 Нехай система склада-
ється з n матеріальних точок. На 
цю систему діють зовнішні сили 

.F,...,F,...,F n
e

e
k

e
1


Розглянемо рух 

окремої k-ої точки цієї системи. 
На цю точку, крім зовнішньої 
сили e

kF


 діє і внутрішня сила i
kF


 
(рис. 4.1). 

 Запишемо основне рівняння динаміки (the basic equation of dynamics) 
для кожної точки системи 

i
k

e
kk FFrm

   ),n,...,2,1k(           (4.1) 

де kr


 і kk ra 
 – радіус-вектор (radius-vector) і прискорення (acceleration) k-ої 

точки  системи. 
Рівняння (4.1) є диференціальними рівняннями системи матеріальних 

точок (механічної системи) у векторній формі.  
Для кожної механічної системи, яка складається з n матеріальних 

точок можна скласти n рівнянь у векторній формі. 
Знайдемо проекції виразу (4.1) на осі декартової системи координат: 

 ;FFxm i
kx

e
kxkk       

 ;FFym i
ky

e
kykk   )n,...,2,1k(            (4.2)                                  

 ,FFzm i
kz

e
kzkk     

де k,kk zy,x   – відповідні проекції вектора прискорення k- ої точки системи 
на осі координат. .Z,Y,X  

Рівняння (4.2) є диференціальними рівняннями руху системи матеріаль-
них точок в декартовій системі координат. 

Для знаходження руху механічної системи по заданим силам і 
початковим умовам для кожної точки системи потрібно проінтегрувати 
систему 3n диференціальних рівнянь.  

 
Рис. 4.1 
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У правих частинах рівнянь (4.2) проекції сил є взагалі функціями 
координат, часу і швидкостей. До цього слід додати, що в рівняння (4.2) 
входять внутрішні сили, які, як правило, невідомі. Крім цього, і не всі 
зовнішні сили бувають відомими, а саме, реакції в'язей для невільної 
механічної системи. В цьому випадку необхідно надавати додаткові 
співвідношення, які враховують в'язі.  

Тому проінтегрувати систему рівнянь (4.2), тобто знайти 3n координат 

kkk z,y,x   точок системи, як функції часу, вдається лише в окремих 
випадках.  

На практиці в багатьох випадках немає потреби відшукувати закон руху 
кожної точки механічної системи. Достатньо знати деякі загальні 
характеристики руху системи, як цілого. Ці загальні характеристики для 
системи вводяться за допомогою загальних теорем динаміки (general theorems 
of dynamics) шляхом різних способів виключення з них внутрішніх сил, які 
взагалі невідомі. 
 До загальних теорем динаміки механічної системи відносяться: 

1. Теорема про рух центра мас механічної системи. 
2.Теорема про зміну кількості руху механічної системи. 
3.Теорема про зміну кінетичного моменту механічної системи. 
4.Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи. 
4.2. Теорема про рух центра мас механічної системи 
       The theorem on the motion of the center of the masses of the     
mechanical system 

Нехай механічна система складається з n  матеріальних точок (рис. 4.1). 
Для кожної з точок системи можна записати рівність (4.1). Виключимо з 
рівнянь (4.1) невідомі внутрішні сили i

kF


. Для цього складемо почленно ліві 
і праві частини рівнянь (4.1): 

  
  


n

1k

n

1k

n

1k

i
k

e
kkk .FFrm 

 

Тут e
n

1k

e
k RF

 


 – головний вектор зовнішніх сил (the main vector of external 

forces);
i

n

1k

i
k RF

 


= 0 – головний вектор внутрішніх сил (the main vector of 

internal forces) і, згідно властивості (4.1) внутрішніх сил, дорівнює нулю. 

 Тоді  



n

1k

e
kk .Rrm

                     (а) 

Використаємо формулу ( 4.2) для координат центра мас системи: 
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



n

1k
ckk ,rMrm


 

де  cr


 – радіус-вектор центра мас (the radius vector of the center of mass of the 
system) С механічної системи. 

Двічі візьмемо похідну по часу від останнього виразу: 

 



n

1k
ckk .rMrm 

             (б). 

 Підставивши вираз (б) у вираз (а),одержимо: 

 .RaM e
c


            (4.3). 

Тут ca


прискорення центра мас системи (acceleration of the center of mass of 

the system), .ra cc


  
 Рівняння (4.3) виражає теорему про рух центра мас механічної 
системи. Центр мас механічної системи рухається так, як рухалася б 
матеріальна точка з масою, що дорівнює масі системи, під дією сили, яка 
дорівнює головному вектору зовнішніх сил системи. Спроектувавши 
рівність (4.3) на осі декартової системи координат, матимемо: 
 ;RxM e

xc


   ,e

yc RyM


    ,RzM e
zc


        (4.4) 

де ,x c  cy , cz  – проекції вектора прискорення ca  на координатні осі, 
a xccx  , a yccy  , a zccz  . 

 Рівняння (4.4) є диференціальними рівняннями руху центра мас 
системи в проекціях на осі декартової системи координат. 

Розглянемо окремі випадки дії зовнішніх сил на механічну систему. 
1.Нехай на механічну систему діють такі зовнішні сили, що їх 

головний вектор дорівнює нулю.  .0R e 


 
Тоді з рівності (4.3) випливає, що 0ac 


, тобто  .0dt/Vd c 


  

З останнього виразу можна зробити висновок, що центр мас системи 
рухається з постійною швидкістю .constVc 


 

Якщо в початковий момент часу 0Vc 


, то .0dt/rd c 


 Звідки маємо, 
що constrc 


. Тобто  центр мас системи не переміщується. 

2.Нехай на механічну систему діють такі зовнішні сили, що проекція їх 
головного вектора, наприклад, на вісь ОХ  дорівнює нулю  .0R e

x 


 
Тоді з першого рівняння системи (4.4), маємо, що .0dt/dVx

xx ccc a   

Звідки .constV
xc 


Тобто відносно осі ОХ центр мас системи рухається з 

постійною швидкістю. Якщо в початковий момент часу 0V
xc 


, то 
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швидкість xcV


 для будь-якого моменту часу дорівнює нулю. В цьому 
випадку маємо .0dt/dxV ccx

  Звідки constx c  , тобто відносно осі ОХ 
центр мас не переміщується. 

Розглянуті пункти 1 і 2 виражають закон збереження руху центра мас. 
Зауваження. В рівняння (4.3), (4.4) внутрішні сили не входять. Це 

означає, що внутрішні сили не можуть змінити положення центра мас 
системи. Під дією внутрішніх сил окремі точки механічної системи можуть 
змінювати своє положення, не змінюючи положення центра мас системи. 
Прикладом цього є рух сонячної планетної системи.  

Завдяки тому, що на сонячну систему практично немає дії сил 
притягання від зірок, то головний вектор зовнішніх сил дорівнює нулю, 
центр мас сонячної системи рухається прямолінійно і рівномірно. Рух 
планет всередині сонячної системи спричиняють внутрішні сили 
притягання. Планети одна від одної змінюють своє положення, але змінити 
центр мас всієї системи вони не можуть. 

Лекція 5. Теореми про зміну кількості руху матеріальної точки і 
механічної системи 
Lecture 5.   Theorems on the change in the amount of motion of a 
material point and a mechanical system 
5.1.Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки 

              Theorem on the change in the amount of motion of a material point 
Нехай матеріальна точка масою m під дією сили F


 рухається по певній 

траєкторії (рис. 5.1). 
           Запишемо другий закон 
Ньютона в такій формі 

.F
dt
Vdm


       (a) 

Будемо вважати, що при 
русі точки її маса не змінюється, 
тобто m=const. Тоді вираз (а) 
можна переписати в такому 
вигляді:  

  .FVm
dt
d 

    (5.1) 

Тут Vm


 називається вектором 
кількості руху матеріальної 

точки. Цей вектор напрямлений по вектору швидкості.   
Вираз (5.1) виражає теорему про зміну кількості руху матеріальної 

точки в диференціальній формі.  

 
Рис. 5.1 
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Вираз (5.1) перепишемо так 
          .dtF)Vm(d 


                                          (5.2) 

Тут dtF


 називається елементарним імпульсом сили.   
          Інтегруючи рівняння (5.2) по часу від початкового моменту до 
кінцевого, дістанемо 

          .dtFVmVm
t

0
0  


                (5.3) 

           Права частина рівняння (5.3) називається повним імпульсом сили за 
даний скінчений проміжок часу. Позначимо 

.dtFS
t

0



                                 (5.4) 

           Остаточно маємо  .SVmVm 0


                                      (5.5) 

           Рівняння (5.5) виражає теорему про зміну кількості руху матеріальної 
точки в кінцевій формі. 

    Зміна кількості руху матеріальної точки за деякий проміжок часу  
дорівнює повному імпульсу сили за цей же проміжок часу. 
           У проекціях на осі декартової системи координат рівняння (5.5) 
запишеться так: 
            ;Sxmxm x0    
           ;Symym y0                                    (5.6) 
           ,Smm 0 zzz    

де  z,y,x  – проекція швидкості на координаті осі, а zS,S,S yx - 
проекції імпульса сили на ті ж осі. 

Sx= 
t

0

Fxdt;   Sy= 
t

0

Fydt; Sz= 
t

0

Fzdt.                     (5.7) 

Тут Fx,  Fy, Fz – проекції сили на координатні осі. 
5.2. Теорема про зміну кількості руху механічної системи 

Theorem on the change in the amount of motion of a mechanical 
system 

          Нехай механічна система складається з n матеріальних точок. 

Розглянемо рух k-ої точки системи. На цю точку, крім зовнішньої сили ,F e
k


 

діє і внутрішня сила .F i
k


Під дією цих сил k-та точка рухається по певній 

траєкторії і має вектор кількості руху kkVm


 (рис. 5.2).    
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          Для кожної з точок 
системи можна записати 
рівняння у вигляді (5.1):  

.FF)Vm(
dt
d i

k
e
kkk


   

(k= 1,2,…..n)     (б) 
 Складемо геометрично ліві і 
праві частини рівностей (б) для 
всіх точок. Маємо  

 
 


n

1k

n

1k

i
k

e
k

n

1k
kk FF)Vm(

dt
d 

  

Введемо позначення 

 .VmK
n

1k
kk






          (5.8) 

Тут K


– називається головним вектором кількості руху механічної системи;    
e

n

1k

i
k RF





 – головний вектор зовнішніх сил;  

0RF i
n

1k

i
k 




 – головний вектор внутрішніх сил і за основною властивістю 

внутрішніх сил, згідно (5.1), дорівнює нулю.  

Таким чином маємо:  .R
dt
Kd e


                                       (5.9) 

          Рівняння (5.9) виражає теорему про зміну кількості руху механічної 
системи в диференціальній формі.  
    Похідна по часу від головного вектора кількості руху механічної 
системи дорівнює головному вектору зовнішніх сил, що діють на систему. 

The time derivative of the main vector of the amount of motion of the 
mechanical system is equal to the principal vector of the external forces acting on 
the system. 
          Рівняння (5.9) запишемо в такому вигляді: 
         dtRKd e 


.  

Після інтегрування цього рівняння в межах від моменту часу t0 до моменту  t 

отримаємо: .dtRKK
t

t

e
0

0




                                               (5.10) 

          Права частина рівняння (5.10) називаються повним імпульсом 
зовнішніх сил за даний проміжок часу (are called the total impulse of external 
forces in a given time period).  

 
Рис. 5.2 
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Позначимо     .dtRS
t

t

ee

0




                                               (5.11) 

    Остаточно маємо .SKK e
0


                         (5.12) 

          Рівняння (5.12) виражає теорему про зміну кількості руху механічної 
системи в кінцевій формі.  
         Зміна кількості руху механічної системи за деякий проміжок часу 
дорівнює повному імпульсу головного вектора зовнішніх сил, що діють на 
точки системи протягом того самого проміжку часу. 

The change in the amount of motion of the mechanical system over a period 
of time is equal to the total momentum of the main vector of external forces acting 
on points of the system during the same period of time. 
          Співвідношенню (5.12) в векторній формі відповідні три в скалярній 
формі: 

 ;e
xxox SKK   

           SKK e
yyoy                                               (5.13) 

           ,e
zzoz SKK   

 де e
z

e
y

e
x S,dtS,S проекції імпульса eS


 на координатні осі, 

.dtRS,dtRS,dtRS
t

t

e
z

e
z

t

t

e
y

e
y

t

t

c
x

e
x

000

   

          Головний вектор кількості руху системи визначається за формулою 
(5.8). Але цю формулу на практиці важко використати. 
          Доведемо наступну теорему. 
          Головний вектор кількості руху механічної системи дорівнює добутку 
маси системи на швидкість її центра мас.  

The main vector of the amount of motion of a mechanical system is equal to 
the product of the mass of the system at the speed of its center of mass. 

  .VMK c


                                        (5.15)                                                                                                                                                   

 Запишемо формулу (5.2) для обчислення координат центра мас системи  
       .crMrm k

n

1k
k






                                                   

Цей вираз продиференціюємо по часу: .VMVm c

n

1k
kk





 

Порівнюючи останній вираз з виразом (5.8), маємо cVMK


 .  
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          Розглянемо окремі випадки дії зовнішніх сил на точки механічної 
системи.  

1.Нехай зовнішні сили такі, що їх головний вектор дорівнює нулю, 
тобто  0Re 


. Тоді з рівняння (5.9) ( dtRKd e 


) випливає, що  

.constK 


                                                                            (5.16) 
          Вираз (5.16) є законом  збереження головного вектора кількості руху 
механічної системи, який формулюється  так : 
          Якщо головний вектор зовнішніх сил дорівнює нулю, то кількість руху 
системи постійна за величиною і напрямом.      

If the main vector of external forces is zero, then the amount of motion of 
the system is constant in magnitude and direction.  

2.Нехай зовнішні сили такі, що проекція їх головного вектора, 
наприклад на вісь ОХ, дорівнює нулю. Тоді згідно рівняння (5.13)  

)e
xxox( SKK   маємо закон збереження проекції кількості руху системи.  

          Кх=соnst.                                                        (5.17)                                                                 
          Якщо  проекція головного вектора зовнішніх  сил  системи  на якусь із 
осей дорівнює нулю, то проекція кількості руху на цю ж вісь є постійною 
величиною. 
          If the projection of the main vector of the external forces of the system on 
one of the axes is zero, then the projection of the amount of motion on the same 
axis is a constant 
          Закони збереження кількості руху у вигляді (5.16) і (5.17) справедливі і 
для руху однієї матеріальної точки. 
          З законів збереження кількості руху системи витікає, що внутрішні 
сили не можуть змінити сумарну кількість руху системи. Розглянемо деякі 
приклади. 

Приклад 1. Нехай ракета перебуває в міжпланетному просторі в стані 
спокою відносно геліоцентричної системи відліку. При разовому вихлопі 
газу з сопла ракета почне рухатися рівномірно вперед, а викинута двигуном 
порція газу-назад, тоді як центр мас усієї системи залишиться нерухомим.  

Кількість руху ракети (ракета плюс відкинутий назад газ)   

,0VmVmК 2211    ,V
m
mV 2

1

2
1   

де 11Vm


– кількість руху ракети; 22Vm


– кількість руху газу. Напрями цих 
кількостей руху прямо протилежні. 
          Приклад 2. Явище віддачі спостерігається при пострілі з гвинтівки. 
Гвинтівка і куля складають одну систему. Тиск порохових газів при пострілі 
є внутрішньою силою. Ця сила не може змінити сумарну кількість руху 
системи. Так як порохові гази, діючи на кулю, надають їй деяку кількість 
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руху, спрямовану вперед, то вони одночасно повинні надати рушниці таку ж 
кількість руху в протилежному напрямі. Це спричиняє рух гвинтівки назад 
(віддача). 
          Приклад 3. Робота гребного гвинта (пропелера). Гвинт надає деякій 
масі води рух вздовж осі гвинта, відкидаючи цю масу назад. Якщо 
розглядати судно і масу води, яка відкидається, як одну систему, то сили 
взаємодії гвинта і води є внутрішніми силами, які не можуть змінити 
сумарну кількість руху цієї системи. Тому при відкиданні маси води назад 
судно отримує відповідну швидкість руху вперед. Аналогічний ефект і у 
пропелера літака. 
          Приклад 4. Розглянемо рух людини по горизонтальній площині.                                                  
          Нехай горизонтальна площина гладенька, тобто відсутня сила тертя. 
Зовнішніми силами для людини є сила тяжіння і реакція площини. Ці сили 
вертикальні, на горизонтальну площину не проектуються, тому йти по 
гладенькій площині людина не зможе. Якщо людина перенесе одну ногу 
вперед, то друга нога повинна зміститися назад, щоб виконався закон 
збереження кількості руху і центр має залишитися на місці.  
Якщо ж площина жорстка, то при ковзанні  розвивається сила тертя, яка 
спрямована вперед і є зовнішньою силою для людини. Ця сила тертя дає 
можливість людині рухатись. 
          5.3.  Теорема   Ейлера. Euler Theorem 
          Прикладом використання теореми 
про зміну кількості руху в механіці 
суцільних середовищ є теорема Ейлера.  
          Нехай рідина (газ) протікає через 
трубу змінного діаметра (рис. 5.3.). 
Виділимо деякий об’єм цієї рідини, який 
обмежений поверхнею труби і двома 
плоскими перерізами 1 і 2, площі яких 
відповідно  1 і 2.  Середня швидкість 
рідини в перерізі 1 дорівнює  1V


, а в пере-

різі 2 2V


, причому вектори швидкостей 
перпендикулярні відповідним перерізам. 
          Вивчимо рух виділеної частини ріди-
ни. На цей об’єм рідини діють зовнішні 
сили. До зовнішніх сил відносяться об’ємні 
і поверхневі сили. 
          Об’ємні або масові сили – це сили, 
які діють на всі частини  об’єма рідини. До 
них відносяться сили тяжіння частинок рідини. 

 
Рис. 5.3 
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          Поверхневі сили – це сили, що діють на частини рідини, що приляга-
ють до стінок труби.  До цих сил відносяться реакції стінок труби, сили 
тертя частинок рідини об стінки труби. 
          Запишемо теорему про зміну кількості руху: 

,RR
dt
Kd

повоб


                                   (5.18) 

де  


K  кількість руху виділеної рідини; повоб RіR


головні вектори від-
повідно об’ємних і поверхневих сил. 
          Кількість руху в перерізі 1 буде ,VMK 111


  а в перерізі 2 – .VMK 222


  

Тут  М1  і  М2 – маса рідини, яка пройшла відповідно через перерізи 1 і 2  за 
один і той же проміжок часу. 
          Вважаємо, що рух рідини є сталий. Це означає, що через будь-який 
переріз труби за один і той же проміжок часу  проходить однакова маса  
рідини, тобто М1=М2=М.  Введемо поняття секундної маси, яку позначимо 
через Мс.  

Секундна маса-це маса рідини, яка протікає через будь-який  переріз 
труби за  одну секунду.   
          За час dt через переріз 1 труби пройде маса рідини М1=Мсdt, а через 
переріз 2-М2=Мсdt. 
Тоді ,dtVMK 1c1


 .dtVMK 2c2


  

          Знайдемо  зміну кількості руху 
 .dtVMdtVMKKKd 1c2c12


                                    (5.19) 

     Підставивши вираз (5.19) у вираз (5.18), одержимо: 

         RRVMVM ïîâîá1c2c


 або            
.0)VÌ(VÌRR 2c1cïîâîá 


                                      (5.20) 

     Вираз (5.20) називається теоремою Ейлера. 
     Сума головних векторів об’ємних і поверхневих сил, а також 
секундних кількостей руху рідини, яка протікає через два перерізи труби, 
дорівнює нулю, якщо вектори секундних кількостей руху спрямовати 
всередину виділеного перерізами об’єму.    
  The sum of the principal vectors of volumetric and surface forces, as well as 
the seconds of motion of a fluid flowing through two sections of the pipe, is zero 
if the vectors of seconds of motion are directed inside the section selected by the 
sections.   
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Лекція 6.   Теореми про зміну моменту кількості руху                                                                                     
          матеріальної точки і механічної системи  
          Lecture 6. Theorems about the change in the momentum of motion 
          material point and mechanical system 

Кількість руху механічної системи є першою мірою механічного руху, 
яка характеризує поступальний рух тіла чи механічної системи. Другою 
мірою механічного руху є момент кількості руху тіла або механічної 
системи, який враховує обертальний рух тіл.  

6.1.Момент кількості руху матеріальної точки і механічної системи 
              The moment of the amount of motion of a material point and 
               mechanical system 

Момент кількості руху матеріальної точки (the moment of the amount of 
motion of a material point) відносно центра або осі вводиться так само, як і 
момент сили відносно центра або осі .    

Момент сили відносно точки (the moment of force relative to the point) 
визначається за формулою: 
   ,FrFM0


            (6.1) 

де  FM0


 – вектор-момент сили (vector moment of force) F


 відносно центра О; 

r  – радіус-вектор точки прикладання сили (рис. 6.1).  
Нехай під дією сили F


 

матеріальна точка М 
рухається по певній 
траєкторії. Кількість руху 
цієї точки .Vm


 Візьмемо 

в просторі довільну 
точку О. Радіус-вектор 
точки М буде r .  
Розглянемо векторний 
добуток 

.Vmr



0              (6.2) 

Вектор 0


 називається 
моментом кількості руху 
матеріальної точки 
відносно центра О або кінетичним моментом точки відносно центра О. 
Згідно векторного добутку, вектор 0


 напрямлений перпендикулярно 

площині, в якій знаходяться радіус-вектор  r  і вектор кількості руху Vm


, в 
той бік, звідки найкоротший поворот вектора r  до суміщення з вектором Vm

  
видно проти ходу годинникової стрілки (рис. 6.1). 

 
Рис. 6.1 
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 S2hmV0 . 

        Проекції вектора  0


 на координатні осі дорівнюють моментам кількос-
ті руху відносно цих осей, тобто 

);Vm(mxxx0

  );Vm(myy0y

  ).Vm(m
z0

     (6.3)   
Нехай механічна система складається з n матеріальних точок. Кожна з 

цих точок відносно центра О має свій момент кількості руху, а векторна 
сума цих моментів кількості руху складає головний момент кількості руху 
механічної системи. 

          .)Vmr(L
n

1k
kkk

n

1k
00 k 




 


                     (6.4)  

Тут L


 – кінетичний момент або момент кількості руху системи відносно 
центра О. 
          Проекції кінетичного моменту L


на координатні осі дорівнюють 

алгебраїчній сумі моментів кількості руху всіх точок механічної системи 
відносно цих осей, тобто 

  ;LL
n

1k
kxx0x 



   ;LL
n

1k
kyy0y 



   .LL
n

1k
k0k 


          (6.5) 

          Знаходження кінетичного моменту матеріальної точки відносно 
центра О (і координатних осей) і кінетичного моменту твердого тіла, що 
обертається навколо нерухомої осі, покажемо на двох прикладах. 
         Приклад 1. Матеріальна точка масою m = 2 кг в даний момент часу має 
швидкість k4j3³2V


  (м/с), а її положення відносно нерухомої системи 

координат OXYZ визначається радіусом-вектором k5j2³3r


  (м). 
Знайти модуль і напрям кінетичного моменту цієї точки відносно початку 
координат (див. рис. 6.1). 

Координати точки і проекції швидкості в даний момент часу такі:                                 
;5z,2y,3x   2xxV   , 3yyV   ,  .4zVz    

          Використаємо формулу (6.2). Відомо, що векторний добуток можна 
записати у вигляді визначника третього порядку  

        .xyyxmjzxxzmyzzym
zmymxm

zyx
j

VmrÎ 














  

 Проекції кінетичного моменту на координатні осі будуть: 

;14)3542(2)yzzy(mx   ;4)4325(2) = z - xx = m (zy   

.10)2233(2)xyyx(mz    
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         Модуль кінетичного моменту  буде 

 .ñ/êãì61,17 222
z

2
y

2
xo    

   Напрям кінетичного моменту можна знайти за напрямними 
косинусами:   

;795,0),cos(
0

x
0 








;227,0),cos(
0

0 





  yj  

.568,0),cos(
0

0  



 

 

Приклад 2. Знайдемо кінетичний момент твердого тіла відносно його 
нерухомої осі обертання ОZ1 ( рис. 6.2). 
Нехай тіло обертається навколо осі 
ОZ1 з кутовою швидкістю . 
Візьмемо на тілі довільну точку Mk з 
масою mk. Позначимо відстань цієї 
точки до осі обертання через Rk. При 
обертанні тіла точка тіла рухається 
по колу з радіусом Rk. Швидкість 
точки напрямлена по дотичній до її 
траєкторії і обчислюється за 
формулою: Vk =  Rk. 
Кількість руху буде  .Vm kk


 Момент 

кількості руху 
k
 точки відносно 

осі ОZ1 буде: 

     .RmVmR 2
kkkkkk

  
      Кінетичний момент тіла відносно осі ОZ1 знаходимо за формулою (6.5): 

      ,ΙRmL 2
kkk

         (6.6) 

де   – момент інерції твердого тіла відносно осі O1Z, .Rm 2

kk  
Кінетичний момент твердого тіла відносно осі обертання дорівнює 

добутку моменту інерції тіла відносно осі обертання на кутову швидкість 
обертання. 

6.2. Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної точки 
                 Theorem on the change in the momentum of motion material point 
 Нехай матеріальна точка масою m рухається по певній траєкторії під 
дією сили F


.  

 Продиференціюємо по часу вираз (6.2).                                     

 
Рис. 6.2 
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           )
dt
Vdmr()Vm

dt
rd(

dt
d 0





 , 

де V
dt
rd 
 ;   ,0VmV 


тому, що вектори V


 і Vm


 напрямлені по одній 

прямій в один бік  0sin  ; a
dt
Vd 

 ; Fam


 . 

          Маємо:   Fr
dt

d 0



 . 

Враховуючи вираз (6.1), остаточно маємо                       

        )F(M
dt

d
0

0



 .                                (6.7)                                            

Це і є теорема про зміну моменту кількості руху точки відносно центра О. 
 Похідна по часу від моменту кількості руху точки відносно якого-
небудь центра О дорівнює моменту сили відносно того ж центра.  

The time derivative of the point of motion of a point relative to any center O 
is equal to the moment of force relative to the same center. 

Проектуючи вираз (6.7) на декартові осі координат, одержимо теореми 
про зміну кінетичного моменту точки відносно цих осей координат:                                                     

).F(M
dt

d);F(M
dt

d
);F(M

dt
d

y
y

xx  


       (6.8)     

 Похідна по часу від моменту кількості руху матеріальної точки 
відносно деякої нерухомої осі дорівнює моменту сили відносно цієї ж осі. 

The time derivative of the point of motion of a point relative to any center O 
is equal to the moment of force relative to the same center. 
         Відзначимо два висновки з доведеної теореми.  
         Висновок 1.  Нехай лінія дії сили F


 увесь час проходить через одну і ту 

ж нерухому точку О. Така сила називається центральною, а точка О- 
центром цієї сили. В цьому випадку .0)F(M0 


 Тоді за формулою (6.7) 

маємо:   

           .const;0
dt

d
0

0  



                                          (6.9)                                      

У випадку центральної сили момент кількості руху матеріальної точки 
відносно центра цієї сили залишається постійним. 

In the case of central force, the momentum of the motion of the material 
point relative to the center of this force remains constant. 
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Висновок 2. Нехай на матеріальну точку діє така сила F


, що момент її 
відносно (наприклад) осі X за весь час руху залишається рівним нулю, тобто 

0)F(Mx 


. Тоді, згідно формули (6.8), маємо:   

  .const;0
dt

d
xx  

                 (6.10)                      

 Якщо момент діючої сили відносно деякої нерухомої осі увесь час 
дорівнює нулю, то момент кількості руху матеріальної точки відносно цієї 
осі  залишається постійним. 

If the torque of a force relative to a fixed axis is at all times zero, then the 
momentum of the motion of a material point relative to that axis remains constant 

Розглянемо декілька прикладів збереження моменту кількості руху 
матеріальної точки. 

6.3. Теорема про зміну кінетичного моменту  механічної системи 
        Theorem on the change of the kinetic moment of a mechanical system 
            Нехай механічна система складається з n матеріальних точок, на яку 
діють зовнішні сили е

1F


,..., е
кF


,..., е
nF


. Розглянемо рух Mk-ої точки цієї системи. 

На цю точку, крім зовнішньої сили e
kF


, діє внутрішня сила i
kF


. Під дією цих 
сил Mk-та  точка системи рухається 
по певній траєкторії і має кількість 
руху kkVm


 (рис. 6.3). 

Запишемо теорему (6.7) про зміну 
моменту кількості руху матеріаль-
ної точки відносно довільного 
центра O: 

),F(M)F(M
dt

d i
kÎ

e
kÎ

Î
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
  

)n,...,2,1k(  .      (а)    
Механічна система має n 

матеріальних точок, значить і 
рівнянь типу (а) маємо n. 
           Складемо почленно рівняння (а) 
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Вираз î
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1k
Îk L







  (згідно виразу (6.4)) є кінетичним моментом системи 

відносно центра О. Вираз 
e
Î

n

1k

e
kÎ M)F(M





 є головним моментом зовнішніх 

 
Рис. 6.3 
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сил відносно центра О, а вираз 0)F(M i
k

n

1k
Î 




–головним вектором 

внутрішніх сил і, згідно властивості (2) для внутрішніх сил, дорівнює нулю. 
          Остаточно маємо теорему про зміну кінетичного моменту системи 
відносно центра О: 

            e
Î

Î M
dt
Ld 

 .                                         (6.11) 

          Похідна по часу від кінетичного моменту системи відносно довільного 
центра  О дорівнює моменту зовнішніх сил відносного того ж центра. 

The time derivative of the kinetic moment of the system with respect to an 
arbitrary center O is equal to the moment of the external forces relative to the 
same center. 
          Спроектувавши вираз (6.11) на декартові осі координат, отримаємо 
теореми про зміну кінетичного моменту системи відносно координатних 
осей: 

        .M
dt

dL;M
dt

dL
;M

dt
dL ee

y
ye

x
x


                 (6.12)                        

          Похідна по часу від кінетичного моменту системи відносно деякої 
нерухомої осі дорівнює головному моменту зовнішніх сил (the highlight of 
external forces) відносно цієї осі.  
          Розглянемо два висновки з доведеної теореми.  
          Висновок 1. Нехай зовнішні сили, що діють на матеріальні точки 
механічної системи, такі, що головний момент їх відносно довільного центра 
О дорівнює нулю. Тоді, згідно формули (6.11), маємо закон збереження 
кінетичного моменту системи відносно цього центра. 
 constLÎ 


, або )2(

Î
)1(

Î LL


 ,                (6.13) 

де 
)1(

ÎL


 і 
)2(

ÎL


 - кінетичні моменти механічної системи відповідно для 
першого і другого положень системи. 
          Висновок 2. Нехай зовнішні сили такі, що головний момент їх відносно 
(наприклад) осі ОХ дорівнює нулю. Тоді, згідно формули (6.12), маємо 
закон збереження кінетичного моменту системи відносно цієї осі. 

constLx  , або )2(
x

)1(
x LL  ,       (6.14) 

де )1(
xL  і )2(

xL  - кінетичні моменти механічної системи відносно осі ОХ 
відповідно для першого і другого положень системи. 
          Розглянемо приклад збереження кінетичного моменту системи. 
          Приклад 3. Людина з кулями в руках знаходиться на скамейці 
Жуковського. Коли руки людини знаходились горизонтально, їй надали 
початкову кутову швидкість 21   рад/с. (рис. 6.4). Яку кутову швидкість 
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2  буде мати людина, якщо вона опустить руки, зменшивши при цьому 
моменту інерції в чотири рази )I4I( 21  ? 
          Система складається з двох елементів: людини 
і скамейки Жуковського. На цю систему діють зов-
нішні сили, а саме: сила тяжіння gm


 людини і ска-

мейки, і реакція N


 опори. Моменти цих сил віднос-
но осі обертання ОХ дорівнюють нулю, бо вони 
паралельні цій осі. Згідно висновку 2 (формула 6.14), 
маємо )2(

x
)1(

x LL  . Використовуючи формулу (6.6), 

одержимо: .II 2211    

Звідси  ;4
I
I

11
2

1
2  82   рад/с. 

З цього прикладу видно, що змінюючи момент 
інерції, людина може збільшити, або зменшити 
кутову швидкість обертання. 
          Закон збереження кінетичного моменту 
використовують в своїй діяльності акробати, 
фігуристи і т. д. 
          Примітка. Звернемо увагу на те, що в формулах (6.11) і (6.12) центр О 
і координатні осі нерухомі. Якщо за центр взяти довільну рухому точку О, 
то співвідношення (6.11) у загальному випадку порушується. І тільки у 
випадку, коли за рухому точку взято центр мас С системи, з якою пов’язати 
систему координат, яка виконує поступальний рух відносно нерухомої 
системи координат, теорема не порушується.  

 Можна записати: 
e
c

c M
dt
Ld 

 .      (6.15) 

          В проекціях на рухомі координатні осі теорема (6.15) має вигляд 

  .M
dt

dL;M
dt

dL;M
dt

dL e
C

Ce
C

Ce
C

C








               (6.16) 

 
6.4.Диференціальні рівняння обертального руху твердого тіла 
навколо нерухомої осі   
Differential equations of rotational motion of a solid around a fixed axis  
Нехай тверде тіло під дією зовнішніх сил обертається навколо 

нерухомої осі ОZ (рис. 6.5). Використаємо теорему (6.2) про зміну 
кінетичного моменту системи відносно осі OZ. 

 
Рис. 6.4 
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          .M
dt

dL e


                                                   (а) 

          Для твердого тіла, яке обертається, згідно 
формули (6.6), кінетичний момент .IL           
(б) 
          Підставивши вираз (б) у вираз (а), одержимо  
       

      .MI;M
dt
dI ee

 
                        (6.17) 

          Рівняння (6.17) можна подати в іншому 
вигляді  

       .MI;MI ee
                                 (6.18) 

          Рівняння (6.17) і (6.18) є рівняннями 
обертального руху твердого тіла навколо нерухомої осі. 
          Добуток моменту інерції тіла відносно його осі обертання на кутове 
прискорення тіла дорівнює головному моменту всіх прикладених до тіла 
зовнішніх сил відносно тієї ж осі. 
          The product of the moment of inertia of the body with respect to its axis of 
rotation by the angular acceleration of the body is equal to the principal moment 
of all external forces applied to the body relative to the same axis. 
       Лекція 7. Робота і потужність сили 

Lecture 7. Work and power of force 
В лекціях 5 і 6 розглядались дві важливі загальні теореми динаміки. 

Важливою теоремою динаміки є теорема про зміну кінетичної енергії 
механічної системи. В цю теорему входить поняття роботи сили. Крім цього, 
робота і потужність сили має самостійне прикладне застосування. 

7.1.  Робота постійної сили на прямолінійному переміщенні  
               матеріальної точки 

                 Work of constant force on the straightforward movement  of a 
material point 

Нехай під дією постійної сили F


 матеріальна точка переміщається по 
прямій траєкторії (рис 7.1). Робота сили (work force) дорівнює добутку 
модуля сили на переміщення точки і на косинус кута між вектором сили і 
переміщенням.  

  .cosFSA                      (7.1) 
Розглянемо окремі випадки дії сили: 

1.Якщо  = 0 (рис 7.2), тобто сила діє в напрямі переміщення точки, то  
.FSA                       (7.2) 

 
Рис. 6.5 
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2. Якщо     = 900 (рис 7.3), тобто сила 
діє перпендикулярно переміщенню точки (в 
основному це нормальні реакції в’язей), то 

0A .       (7.3) 
3.Якщо  = 1800 (рис 7.4), тобто сила діє 

в протилежну сторону переміщенню точки (в 
основному це сили опору), то 

.FSA          (7.4) 
Вираз для роботи (7.1)  можна записати у 

вигляді скалярного добутку двох векторів 
        .SFA


                                           (7.5) 

Робота сили дорівнює скалярному 
добутку вектора сили на вектор переміщення 
точки прикладання сили.  

The work of force is equal to the scalar 
product of the force vector on the vector of 
moving the point of application of force. 

Робота сили має розмірність:  
[Α] = [сила] х [довжина]. 

За одиницю роботи приймається робота 
сили в 1 Н на переміщенні в 1 м, яка 
співпадає з напрямом сили. Ця одиниця 
роботи називається джоулем (Дж).          

7.2.Елементарна робота сили. Робота 
сили на кінцевому переміщенні. 
Потужність сили 

      Elemental work of force. The work of force on the final displacement.    
Power of power 

Нехай на матеріальну точку діє змінна сила F


 і точка переміщується 
по певній криволінійній траєкторії з початкового положення М0 до 
кінцевого М1  (рис. 7.5). Траєкторію руху точки на ділянці від М0 до М1 
розіб’ємо на елементарні ділянки. 

Зробимо два припущення:  
1.Будемо вважати, що значення сили F


 на елементарній ділянці не 

змінюється. На іншій елементарній ділянці траєкторії сила F


 буде інша, але 
постійна  в межах руху точки на цій ділянці. 

2.Криволінійне переміщення ds точки на елементарній ділянці 
замінимо прямолінійним елементарним переміщенням  rd


. 

Якщо прийняти ці допущення, то на елементарній ділянці можна 
використати формулу (7.5) 

 
Рис 7.1 

 
Рис 7.2 

 
Рис 7.3 

 
Рис 7.4 
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,rdFA 
        (7.6) 

де A –елементарна робо- 
та сили (elemental work of 
force). 

Робота сили на 
нескінченно  малому 
переміщенні її точки 
прикладання називається 
елементарною роботою. 

The work of force on 
an infinitely small 
displacement of its point of 
application is called 
elementary work. 

Елементарна робота 
сили дорівнює скалярному 

добутку вектора сили на вектор елементарного переміщення точки 
прикладання сили. 

Elemental work of force is equal to the scalar product of the force vector on 
the vector of elemental displacement of the point of application of force 

Елементарна робота позначається через A, а не через dA, тому, що в 
загальному випадку вона не є повним диференціалом від якої–небудь 
функції. Символ A показує тільки, що ця робота є нескінченно малою 
величиною при нескінченно малому переміщенні точки прикладання сили. 

Вираз (7.6) можна переписати у вигляді  
).dr,Fcos(FdrA


         (7.7) 

Силу F


, радіус-вектор r  і його повний диференціал запишемо у 
вигляді: 

 

 á   .kdzjdyidxrd

;kzjyixr

 à   ;kFjFiFF zyx













    

Якщо підставити вираз (а) і (б) в (6.6), то отримаємо аналітичний вираз 
для елементарної роботи: 

,dzFdyFdxFA zyx         (7.8) 
де zyx F,F,F – проекції сили на координатні осі;  

 dz,dy,dx – елементарні прирости координат точки прикладання сили. 

 
Рис. 7.5 
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Елементарна робота сили дорівнює сумі добутків проекцій сили на 
координатні осі на елементарні прирости відповідних координат точки 
прикладання сили.  

Elemental work of force is equal to the sum of the productions of 
projections of force on the coordinate axes on the elementary increments of the 
corresponding coordinates of the point of application of force. 

Для знаходження роботи сили на якому-небудь  кінцевому 
переміщенні М0М1 необхідно підрахувати границю суми її елементарних 
робіт на всіх нескінченно малих ділянках даного переміщення 

.AAlimA
n

1k

M

M
k

1

0

 


        (7.9) 

Якщо використати вираз (7.8), то робота сили на будь-якому кінцевому 
переміщенні ( повна робота сили )  буде 

 .dzFdyFdxFA
1

0

M

M
zyx                (7.10) 

Границями інтегралів в формулах (7.9) і (7.10) є значення відповідних 
змінних інтегрування в точках  М0  і  М1 .  Якщо точка М прикладання сили 
переміщується по криволінійній  траєкторії, то інтеграли беруться вздовж 
відповідної дуги М0 М1  цієї траєкторії, тобто є криволінійними інтегралами. 

Потужністю сили називається зміна її роботи за одиницю часу 

.
dt
AN 

                    (7.11) 

Підставивши вираз (7.6) для елементарної роботи у вираз (7.11), 
отримаємо  

.VF
dt

rdFN




 ;VFN


 .VF)V,Fcos(FVN 


         (7.12) 

Потужність сили в даний момент часу дорівнює добутку модуля  
дотичної складової сили на модуль швидкості її точки прикладання. 

The force of the force at a given time is equal to the product of the module 
of the tangent component of the force on the module of the velocity of its point of 
application 

Розмірність потужності визначається рівністю 

   
  ).ват(Вт

с
Дж

час
роботаN   

Без доведення приведемо дві властивості роботи сили; 
1.Робота рівнодійної сили на будь-якому переміщенні дорівнює 

алгебраїчній сумі робіт складових сил на цьому ж переміщенні. 
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2.Робота сили на повному переміщенні дорівнює сумі робіт цієї сили 
на складових переміщеннях, на які будь-яким чином розбито  все 
переміщення.  

7.3. Робота сили тяжіння. The work of gravity 
Робота сили в загальному випадку залежить від характеру руху точки 

прикладання сили. Отже, для обчислення роботи необхідно знати рух цієї 
точки. Але в природі є сили  і приклади руху, для яких роботу можна 
обчислити порівняно легко, знаючи початкове і кінцеве положення точки. 

Нехай тіло під дією сили тяжіння gm


 переміщується по певній 
криволінійній траєкторії з точки M0 в точку M1. Координати точок M0 і M1 
позначимо відповідно через x0, y0, z0 і  x1, y1, z1. Знайдемо роботу сили 
тяжіння на цьому переміщенні. 

Виберемо систему координат так, щоб вісь ОZ була паралельна силі 
тяжіння gm


 (рис. 7.6).  

Знайдемо спочатку 
елементарну роботу 
сили тяжіння. Виділимо 
елементарну ділянку, 
координати точки M 
якої є  x, y, z (рис. 7.6). 
Використаємо формулу 
(7.8) для елементарної 
роботи:  

.dzFdyFdxFA zyx   
З рис. 7.6 видно, що 

.mgF;0F;0F zyx   
Тоді елементарна робо-
та сили тяжіння має 

вигляд   .mgdzA   
Повна робота сили тяжіння (full work of gravity) на кінцевому 

переміщенні на ділянці М0 М1, згідно формули (7.10 ), буде 

.)zz(mgdzmgdzmgA
1

0

1

0

M

M

z

z
10              (7.13) 

Позначивши через h = z0 - z1 вертикальне переміщення центра тяжіння, 
отримаємо: 

.mghA                   (7.14) 
Робота сили тяжіння дорівнює добутку сили тяжіння тіла на величину 
 

 
Рис. 7.6 
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вертикального переміщення його центра тяжіння і не залежить від форми 
траєкторії руху тіла між точками М0 і М1 .  

The work of gravity is equal to the product of the gravity of the body by the 
amount of vertical movement of its center of gravity and does not depend on the 
shape of the trajectory of motion of the body between points M0 and M1.          

Розглянемо окремі випадки руху тіла. 
1.Якщо тіло падає під дією сили тяжіння, тобто  h = z0 – z1 > 0, то 

робота сили тяжіння буде додатна. 
2.Якщо тіло піднімається, тобто h = z0 – z1 < 0, то робота сили тяжіння 

від’ємна. 
2.Якщо тіло рухається так, що h = z0 – z1 = 0, тобто тіло рухається в 

одній і тій же площині, то робота сили тяжіння дорівнює нулю.  
7.4. Робота лінійної сили пружності. Linear spring force of work  
Прикладом лінійної сили пружності є сила пружності пружини (force 

of spring elasticity). 
Нехай пружина знаходиться в горизонтальній площині. Один кінець 

пружини закріплений, а до другого кінця прикріпимо вантаж. l0 – довжина 
недеформованої пружини. B точці О недеформованої пружини виберемо 
початок системи координат (рис. 7.7). 
Перемістимо вантаж так, 
щоб довжина пружини стала 
l..  На вантаж  буде діяти 
сила пружності пружини, 
яка напрямлена до точки О.                       
Величина цієї сили, згідно 
закону Гука, буде  
    ,xclolñF   
де с – коефіцієнт жорсткості пружини (spring stiffness coefficient);  
x = l – l0 – зміщення кінця пружини з недеформованого стану.  

Знайдемо елементарну роботу пружності 
.dzFdyFdxFA zyx  Але 0FF,cxF zyx  . Тоді елементарна робота 

сили пружності буде   .cxdxA   
Знайдемо роботу, яку  виконує пружна сила при переміщенні вантажу 

з положення М0 (x0) в положення  M (x).  

).xx(
2
cA);xx(

2
c xdxñÀA 2

0
22

0
2

ì

ì

õ

õ0 0

                (7.15)    

Знак «–»  в формулі (7.15) показує, що робота сили пружності 
від’ємна. 

 
Рис. 7.7 
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Робота сили пружності пружини дорівнює половині добутку 
коефіцієнта жорсткості на різницю квадратів кінцевого і початкового 
видовження пружини. 

Якщо точка  М0 знаходиться в положенні недеформованої пружини  
(x0 = 0), то з формули (7.15) маємо: .

2
cxA

2

                                (7.16) 

Формула (7.15) справедлива і у випадку, коли переміщення точки М  
не є  прямолінійним. Таким чином, робота сили пружності залежить тільки 
від початкового і кінцевого зміщення пружини і не залежить від вигляду 
траєкторії точки М. 

7.5.  Робота сил, прикладених до твердого  
        The work of forces applied to the solid 
7.5.1.   Робота внутрішніх  сил у твердому тілі 
Візьмемо в тілі дві точки А і В (рис. 7.8). Між цими точками діють 

внутрішні сили i
1F


 і 
i
2F


, які між собою рівні і протилежно напрямлені 
.FF i

2
i

1


  Нехай точка А  має переміщення 

1U


, а  точка В– 2U


. За полюс виберемо точ-
ку  В. Тоді  переміщення 1U


 точка А скла-

дається з переміщення  2U


  точки В (посту-

пальний рух тіла) і переміщення U


 при 
обертанні точки А навколо точки В. 

.FU;ABU;UUU i
221


    

Знайдемо роботу внутрішніх сил на 
переміщеннях точок А і В. 

;UFA 11
i
1


   .UFA 22

i
2


  

Знайдемо суму робіт: 
.0UF)UUU(FUFUFA 22222211

i 


                          
Сума робіт внутрішніх сил в твердому тілі на любому його 

переміщенні дорівнює нулю. 
The sum of the work of internal forces in a solid on any displacement is 

zero. 
7.5.2. Робота зовнішніх сил, прикладених до твердого тіла, що 
виконує поступальний  
The work of external forces applied to a solid body that performs 
translational motion 

Нехай на тверде тіло діють зовнішні сили  .F,F,,F e
n

e
k

e
1








   Під дією 

цих сил тіло виконує поступальний рух (рис. 7.9). При поступальному русі    

 
Рис. 7.8 
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всі точки  тіла мають однакові переміщення. 

Головний вектор зовнішніх сил  



n

1k
k

e FR


. 

Елементарна робота c
ee rdRA 
 , а повна робота  

 
M

M
c

ee

0

rdRA


.      (7.17) 

 
7.5.3. Робота  і потужність сили, прикладеної до твердого тіла,    що 
обертається 

                   The work and power of the force applied to the rotating solid 

 Нехай під дією зовнішньої сили eF


 тіло обертається. Точка 
прикладання сили рухається по колу радіусом R. Розкладемо силу F


на три 

складові (рис. 7.10): ,FFFF e
b

e
n

ee


   

де 
eF


–сила, яка напрямлена по дотичній до 

траєкторії руху точки прикладання сили;  
e
nF


–нормальна сила; e
bF


–сила, яка паралельна 
осі обертання тіла. 

Знайдемо елементарну роботу сили 
eF


: 

).F(A)F(A)F(AA e
b

e
n

ee


   
Елементарні роботи сил  (elementary 

works of forces) 
eF


 і  e

bF


 дорівнюють нулю, 
тому що ці сили перпендикулярні перемі-
щенню точки прикладання сили eF


.                                            

Маємо .dsF)F(AA ee
 


 

Елементарне переміщення  (elemental 
movement) ;Rdds   d  – елементарний кут повороту тіла (elementary 
angle of rotation of the body). 

Тоді   ,dMRdFA e
z

e   ,                                                         (7.18) 

де  RFM ee
z    – момент сили eF


 відносно осі обертання. 

Елементарна робота сили, яка прикладена до тіла, що обертається, 
дорівнює   добутку обертального моменту Мz цієї сили відносно осі обертан-
ня на елементарний кут d повороту тіла. 

 
Рис. 7.9 

 
Рис. 7.10 
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The elemental operation of the force applied to the rotating body is equal to 
the product of the torque Mz of this force relative to the axis of rotation by the 
elementary angle of rotation of the body. 

Повна робота сили eF


 

.dMA
0

e
z

e 


                                                          (7.19) 

Окремий випадок. Нехай  constMe
z  , тоді  

         .MA e
z

e                                                                 (7.20) 
Робота Ае при постійному моменті сили відносно осі обертання 

дорівнює добутку  цього моменту на кут φ повороту тіла. 
The work A at a constant moment of force relative to the axis of rotation is 

equal to the product of this moment by the angle φ of rotation of the body.  
Знайдемо потужність сили, яка обертає  тіло. Використаємо формулу 

(7.11) 

.
dt
dM

dt
AN e

z

e 



  Але  


dt
d

 – кутова швидкість. 

Маємо .MN e
z                                                               (7.21) 

Потужність  сили N, яка прикладена до тіла, що обертається, дорівнює 
добутку   моменту  цієї сили відносно осі обертання на кутову швидкість 
тіла. 

The power of the force N applied to the rotating body is equal to the product 
of the moment of this force relative to the axis of rotation at the angular velocity 
of the body. 

Лекція 8. Теореми про зміну кінетичної енергії матеріальної 
                 точки і механічної систем 
Lecture 8. Theorems on change of kinetic energy of a material point  
and mechanical system 
8.1. Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки 

                 Theorem on the change in the kinetic energy of a material point 
Нехай матеріальна точка M масою m під дією сили F


 рухається по 

певній траєкторії (рис. 8.1). Запишемо основний закон  динаміки матеріаль-
ної точки .Fam


  Спроектуємо цей вираз на вісь   , яка напрямлена по 

дотичній до траєкторії руху і співпадає з вектором швидкості :V


 
  .,FcosFam 


              (а) 

Тангенціальне (дотичне) прискорення перепишемо в такому вигляді 

.
ds

VdV
dtds
dsdV

dt
dVa 




                            (б) 
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Підставивши вираз (б) у вираз (а),  
матимемо   ,FcosFdsmVdV


.        (в) 

Ліву частину рівняння (в) запишемо в 

вигляді ).
2

mV(d
2

 Права частина рівняння-це 

елементарна робота сили F


 на 
елементарному  переміщенні ds точки. 

Маємо A)
2

mV(d
2

 ,    (8.1)  

де 2
mV2

 – називається кінетичною енергією матеріальної точки (the kinetic 

energy of the material point). 
Вираз (8.1) є теоремою про зміну кінетичної енергії матеріальної 

точки в диференціальній формі. 
Диференціал від кінетичної енергії матеріальної точки дорівнює  

елементарній роботі сили, яка діє на точку.    
The differential from the kinetic energy of a material point is equal to the 

elementary work of the force acting on the point. 
Розділимо вираз (8.1) на час dt: 

.N
dt
A)

2
mV(

dt
d 2




                                                   (8.2) 

Похідна по часу від кінетичної енергії матеріальної точки дорівнює 
потужності сили, що діє на цю точку. 

The time derivative of the kinetic energy of a material point is equal to the 
power of the force acting on that point. 48 

Проінтегруємо вираз (8.1): 

.A
2

mV
2

mV;A)
2

mV(d
2
0

2V

V

M

M

2

0 0

         (8.3) 

Вираз (8.3.) є теоремою про зміну кінетичної енергії матеріальної 
точки в кінцевій формі. 

Зміна кінетичної енергії матеріальної точки на деякій ділянці шляху 
дорівнює роботі сили, прикладеної до точки, на тій же ділянці шляху. 

The change in the kinetic energy of a material point in some section of the 
path is equal to the work of the force applied to the point in the same section of 
the path. 

 
 
 
 

 
Рис. 8.1 
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8.2.Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної  точки  при 
її відносному русі 

           Theorem on the change of kinetic energy of material points in its  
relative motion 

Нехай матеріальна точка масою m виконує складний рух, рухаючись 
по певній траєкторії (рис. 8.2). O1X1Y1Z1 і OXYZ – відповідно нерухома і 
рухома системи координат. 

Розглянемо відносний рух 
матеріальної точки, тобто розгляне-
мо її рух відносно рухомої системи 
координат. При відносному русі 
точки необхідно враховувати силу 
інерції переносного руху åÔ


 і силу 

інерції Коріоліса ñÔ


 [лекція 2, 
формула (2.25)]. 

Запишемо основний закон 
відносного руху матеріальної точки 

.ÔÔFam cår


  

Роблячи такі ж перетворення, як і в 
п.7.1, отримаємо 

),Ô(À)Ô(A)F(A
2

mV
2

mV
ñå

2
0

2
r r


  

де rV


 - відносна швидкість точки; )Ô(À),Ô(A),F(A ñå


 – робота відповідно 

активної сили (active force work) F


, переносної сили інерції (the work of the 
force of inertia) åÔ


 і сили інерції Коріоліса (the work of the Coriolis inertia 

force). 

Сила інерції Коріоліса  (Coriolis inertia force) cc amÔ


 , 

де )V(2a rec


  – коріолісове прискорення; rc Va


  .  

Це означає, що rc VÔ


 , тобто сила інерції Коріоліса 
перпендикулярна переміщенню точки.   З цього випливає, що робота 

0)ÔA( c 


.  

Маємо )Ô(A)F(A
2

mV
2

mV
å

2
0

2
r r


 .      (8.4) 

Зміна кінетичної енергії матеріальної точки при її відносному русі на 
деякій ділянці шляху дорівнює сумі робіт, які виконують активні сили і сили 
інерції переносного руху на цій же ділянці шляху. 

 
Рис. 8.2 
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The change in the kinetic energy of a material point in its relative motion in 
some section of the path is equal to the amount of work performed by the active  
forces and forces of inertia of the transport motion on the same section of the path. 

8.3.Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи 
Theorem on the change of kinetic energy of a mechanical skinetic 
energy of the mechanical system 
Нехай механічна система складається з n матеріальних точок. 

Розглянемо рух k-ої точки системи. На цю точку, крім зовнішньої сили e
kF


, 
діє внутрішня сила i

kF


 (рис. 8.3).  
Для k-ої точки системи, викорис-
товуючи формулу (8.1), можна 
записати 

,AA)
2
Vm(d i

k
e
k

2
kk   (k=1,2…n), (а) 

де e
kA   і  i

kA – відповідно робота 
зовнішньої і внутрішньої сил. 
Візьмемо суму від виразу (а): 

  
  


n

1k

n

1k

n

1k

i
k

e
k

2
kk .AA)

2
Vm(d  (8.5)                     

Величина, яка знаходиться в дужках, називається кінетичною енергією 
механічної системи і позначається літерою Т. 

.
2
VmT

n

1k

2
kk



                                            (8.6) 

Введемо позначення: .AA;AA
n

1k

i
k

i
n

1k

e
k

e 


  

Вираз (8.5) в нових позначеннях буде мати вид вигляд 
.AAdT ie           (8.7) 

Диференціал від кінетичної енергії системи дорівнює сумі 
елементарних робіт зовнішніх і внутрішніх сил. 

The differential from the kinetic energy of the system is equal to the sum of 
the elementary works of external and internal forces. 

Примітка: Для твердого тіла елементарна робота внутрішніх сил 
дорівнює нулю. 

В цьому випадку вираз (8.7) перепишеться у вигляді 
.AdT e           (8.8) 

Якщо вираз ( 8.8 ) розділити на dt, то отримаємо 

.N
dt
A

dt
dT e

e




           (8.9) 

 
Рис. 8.3 
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Похідна по часу від кінетичної енергії механічної системи, яка 
складається з твердих тіл, дорівнює потужності зовнішніх сил, прикладених 
до цієї системи. 

The time derivative of the kinetic energy of a mechanical system consisting 
of solids is equal to the power of the external forces applied to this system 

Проінтегрувавши вираз (8.7), отримаємо теорему про зміну кінетичної 
енергії механічної системи в кінцевому вигляді: 

,AATT ie
0                  (8.10) 

де T0 і T – кінетична енергія відповідно в початковому і кінцевому 
поло-женні механічної системи. 

Зміна кінетичної енергії механічної системи на  деякій ділянці шляху 
дорівнює сумі робіт зовнішніх і внутрішніх сил на цій же ділянці шляху.    

The change in kinetic energy of the mechanical system in some section of 
the path is equal to the sum of the work of external and internal forces on the 
same section of the path.  

  Примітка: Для твердого тіла Ai = 0. В цьому випадку вираз (8.10)  
перепишеться у вигляді 

.ATT e
0                    (8.11) 

Зміна кінетичної енергії механічної системи, яка складається з 
твердих тіл, на деякій ділянці шляху дорівнює сумі робіт зовнішніх сил, що 
діють на цю систему, на тій же ділянці шляху. 

The change in the kinetic energy of a mechanical system consisting of 
solids in some section of the path is equal to the sum of the work of the external 
forces acting on the system in the same section of the path. 

8.3.1. Теорема Кьоніга. König's theorem 
Нехай механічна система складається з n матеріальних точок і 

виконує складний рух. Центр механічної системи знаходиться в точці C. 
Введемо дві системи координат: O1X1Y1Z1 - нерухома система координат і 
CXYZ - рухома система координат, яка виконує поступальний рух. Початок 
рухомої системи координат виберемо в центрі мас механічної системи (рис. 
8.4). Нехай механічна система довільним чином  рухається відносно рухомої 
системи координат, а  разом з рухомою системою координат виконує 
поступальний рух відносно нерухомої системи координат. Рух точки Mk 
відносно рухомої системи координат будемо  характер-ризувати радіусом-
вектором кr

 . 
Знайдемо кінетичну енергію системи. Згідно фор-мули (8.6) кінетична 

енергія (kinetic energy) буде  

,
2
VmT

2
kk

n

1k



              (а) 

де kV – абсолютна швидкість k-ої точки системи. 
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Нехай швидкість 
центра мас системи 

cV


. Тоді абсолютну 
швидкість k-ої точ-
ки можна представ-
вити у вигляд 

.VVV
rkck


   

Tут 
rkV

  – швидкість 
k-ої точки системи 
відносно центра C. 
Представимо абсо-
лютну швидкістьу 
вигляді скалярного 
добутку 

.VVV kk
2
k


  

Тоді    .VVV2V)VV()VV(V 2
kkc

2
ckckc

2
k rrrr




                   (б) 
Підставимо вираз (б ) в (а) 

   .
2
Vm

2

)VV(m
2

2
VmT rr kk

n

1k

ekkn

1k

2
ck

n

1k







                     (в) 

                     T1                         T2                     T3              
Спростимо вираз (в): 

,
2

MVm
2

V
2
VmT

2
c

k

n

1k

2
c

2
ck

n

1k
1  


 

де M – маса всієї системи. 

  0VmVT
rkk

n

1k
c2  




.    

Доведемо це. 0
m

rm
r

n

1k
kk

c 






, тому що початок рухомої системи 

координат вибрано в точці С. 

Маємо  .0rm kk

n

1k





   

Продиференціюємо: .0Vmrm
rkk

n

1k
kk

n

1k





 

Вираз T3 спростити неможливо. 

 
Рис. 8.4 
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Остаточно маємо: 

2
Vm

2
MVT

2
kk

n

1k

2
c r



 .       (8.12) 

Вираз (8.12) носить назву теореми Кьоніга (König's theorem).                    
Кінетична енергія механічної системи при її складному русі дорівнює 

сумі кінетичної енергії центра мас і кінетичної енергії при русі системи 
відносно центра мас.  

The kinetic energy of the mechanical system at its complex motion is equal 
to the sum of the kinetic energy of the center of mass and the kinetic energy at the 
motion of the system relative to the center of mass.  

8.4. Кінетична енергія твердого тіла при різних випадках його 
руху 

    The kinetic energy of a solid in various cases of its motion moment 
of   inertia of the body relative to the axis of rotation 

1. Нехай тверде тіло виконує поступальний рух. 
При поступальному русі швидкості всіх точок тіла однакові, а 

відносні швидкості rkV


 відносно центра мас С будуть дорівнювати нулю. 
Тоді з теореми Кьоніга випливає 

.
2

MVT
2
c                  (8.13) 

2. Нехай тверде тіло обертається навколо нерухомої осі, що проходить 
через центр мас (рис. 8.5). 

В цьому випадку , .rV0,Vc 0,Vc kk r
  

Тоді за формулою (8.12) маємо 

,
2

IT
2

z            (8.14)            

де Iz – момент інерції тіла відносно осі обер-
тання CZ. 

3. Нехай тверде тіло виконує плоский рух 
(рис. 8.6). Плоский рух тіла можна розглядати 
як суму двох рухів: поступального руху тіла 
разом з центром С і обертального руху навколо 
центра С. Використовуючи формули (8.13) і 
(8.14), знайдемо кінетичну енергію тіла при 
його плоскому русі: 

.
2

I
2

MVT
2

c
2
c z


                  (8.15)   

Розглядаючи плоский рух як обертальний                
 

Рис. 8.5 
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рух навколо миттєвого центра швидкостей 
Р, кінетичну енергію можна представити 
так 

,
2

I
T

2
p                                    (8.16)                   

де Ip - момент інерції тіла навколо осі, що 
проходить  через  миттєвий центр 
швидкостей Р. 
8.5. Закон збереження механічної енергії 
       The law of conservation of mechanical 
energy 

Сума кінетичної і потенціальної 
енергії називається повною механічною енергією.  

E=T+П.                    (8.17) 
Тут  Е – повна механічна енергія. 

Запишемо теорему про зміну кінетичної енергії руху механічної 
системи в потенціальному силовому полі: 

.ATT e
12  Але .ÏÏA 21

e   Тоді .ÏÏTT 2112   
Звідки  ,ÏÒÏT 2211  тобто const.ÏT              (8.18)   
При русі механічної системи в стаціонарному потенціальному 

силовому полі  повна механічна енергія системи залишається незмінною. 
When moving a mechanical system in a stationary potential force field, the 

total mechanical energy of the system remains unchanged. 
В цьому і є суть закону збереження механічної енергії. 
В реальних умовах на механічну систему можуть діяти не тільки 

потенціальні сили і повна механічна енергія системи може змінюватися. Це 
трапляється тоді, коли частина енергії механічної системи витрачається на 
переборення різних опорів або спостерігається приплив енергії від других 
систем. 

Витрата механічної енергії системи, що рухається, означає 
перетворення її в теплоту, електрику, звук і світло, а збільшення механічної 
енергії пов’язано з оберненим процесом перетворення різних типів енергії в 
механічну енергію. 

 
 
 
 
 
 

 
Рис. 8.5 
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 Лекція 9.  Вільні  і  вимушені коливання 
 Lecture 9. Free and forced oscillations 

9.1. Вільні коливання без опору  
              Free oscillations without resistance 

Існують пристрої (пружні елементи), які створюють силу,  
пропорційну їх подовженню  xcF  ,   

Цю силу називають поновлюючою силою (renewable power)  або 
центральною силою (the central force).  
Коефіцієнт пропорційності називається жорсткістю пружного елементу 
(proportionality factor). 

Диференціальне рівняння руху крапки з масою   m,  закріпленої на 
пружному елементі, має вигляд: 

0xcxm     або ,0xx 2      
де .m/c2  . 

Початкові умови мають вигляд: при   
0t  , 0x)0(x  ,  0v)0(v  .  

Це диференціальне рівняння вільних 
коливань матеріальної точки без опору. 
Характеристичне рівняння (the 
characteristic equation) має вигляд:  

.022   

Коріння характеристичного рівняння рівне:  .0i2,1   
Рішення має вигляд: 

)tsin(C)tcos(C)t(x 21  ; 
)tcos(C)tsin(C)t(x 21  ; 01 xC  ;  /vC 02 ; 

);tsin(v)tcos(x)t(x 0
0 


  ; ).tsin(A)t(x   

22
0

2
0 /vxA    –  амплітуда коливань (oscillation amplitude); 

,v/xtg 00   
де  – кругова або циклічна частота коливань (власна частота), ;ñ/ðàä   
      – фазовий кут (phase angle) або просто фаза; 
    T – період коливань (period of oscillation),  /2T : 
    – частота коливань (oscillation frequency), )2/(T/1  ,  
1 кіл./c = 1 Гц. 
Рух матеріальної точки – це вільні гар-монійні коливання  з постійною 

 
Рис. 9.1 
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амплітудою. Амплітуда коливань залежить від початкових умов і кругової 
частоти. 

9.2. Поняття про фазову площину. The concept of phase plane 
Звичний опис руху системи з одним ступенем свободи у вигляді 

залежності кординат-
ти від часу  )t(xx    
не є єдино можливим.  
У ряді випадків, особ-
ливо при вивченні 
нелінійних механік-
них коливань, певни-
ми достоїнствами во-
лодіє представлення 
руху на фазовій 
площині. 

Стан системи в 
будь-який фіксований 
момент часу t   визначається парою відповідних значень   x  і   = х і може 
бути представлено точкою, що зображає (фазової), в плоскій декартовій 
системі координат   х,   , якщо відкладати по осі абсцис координату   х,  а 
по осі ординат – частоту коливань v . Така площина називається фазовою. 

В процесі руху даної системи величини   х і  змінюються і, 
відповідно, міняється положення точки, що зображає на фазовій площині. 
Геометричне місце точок, що зображають для даного руху називається 
фазовою траєкторією . 

Для побудови фазової траєкторії при заданому законі руху   )t(xx   
потрібно шляхом диференціювання утворити вираз швидкості   )t(xv  , а 
потім виключити час з двох рівнянь:  )t(xx  ,  )(txv  . 

Функція   )x(vv    і описує фазову траєкторію даного руху.  
Фазова площина (the phase plane) особливо зручна для представлення 

коливальних процесів, коли координата і швидкість не виходять за відомі 
межі; тому вся картина руху навіть протягом необмеженого часу займає 
обмежену частину фазової площини. 

Сукупність фазових траєкторій,  яка описує всі можливі рухи даної 
системи,  називається фазовою діаграмою (phase diagram), фазовим 
портретом даної системи. 

Для вільних гармонійних коливань )tsin(A)t(x  ,  
а   )tcos(A)t(v  . 

 
Рис. 9.2 
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Виключаючи з цих виразів час t. 
одержуємо 

.1
A

v
A
x 22



















 

Це рівняння еліпса.  Його напівосі залежать від 
амплітуди і кругової частоти. 

9.3. Вільні коливання в полі постійної 
сили 
Free oscillations in the field of constant forcе  

На матеріальну точку окрім пружної сили, діє сила постійна по 
величині і напряму.  

Позначимо її   Fст,  тоді диференціальне рівняння руху точки  прийме 
вигляд: ñòFxcxm       або m/Fxx ñò

2  ,     
де .m/c2   

Початкові умови мають вигляд: при 0t  , 0x)0(x  , 0v)0(v  . 
Це неоднорідне диференціальне рівняння.  Його рішення складається з  
рішення однорідного диференціального рівняння і приватного рішення 
неоднорідного диференціального рівняння   c/Fx)t(x ñòñò.÷àñòí  . 

Рішення має вигляд:  
;c/F)tsin(C)tcos(C)t(x ñò21   

)tcos(C)tsin(C)t(x 21  ; 
;c/FxC ñò01   ;/vC 02   

  .c/F)tsin(/v)tcos(c/Fx)t(x ñò0ñò0   

Якщо початок відліку координати зсунути на  c/Fx ñòñò  ,  

ñò1 xxx  ,  тоді в новій системі відліку рішення матиме вигляд: 

 
Рис. 9.3 

 
Рис. 9.4 
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        );tsin(/v)tcos(x )t(x 0101   );tsin(A)t(x1   

)/v(xA 22
0

2
10  –  амплітуда коливань. 

 
Рис. 10.5 

9.4. Паралельне включення пружних елементів 
                 Parallel inclusion of elastic elements 

Маса закріплена за допомогою двох пружних елементів розташованих 
паралельно. 

Змістимо масу на відстань   x. 
xcF 11  ,  xcF 22  ,  

xcx)cc(FFF 2121   . 
Результуюча жорсткість пруж-

них елементів, розташованих 
паралельно, рівна сумі 
жорсткостей цих елементів.. 
9.5.Послідовне включення 
пружних елементів 
      Sequential inclusion of elastic elements 

Маса закріплена за допоїмогою двох пружних елементів. розташованих 
послідовно. Змістимо масу на відстань   х. У пружних елементах виникає 
поновлююча (пружна) сила   F, однакова для обох елементів. Перший 
пружний елемент змінить довжину на x1,  другий – на  x2.    

.xcF;xcF;xxx 221121   .xcF    

.
c
F

c
F

c
Fxxx

21
21



  Отже    .
c
1

c
1

c
1

21




 

 

 
Рис. 9.6 
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Зворотна величина 
результуючої жорсткості пружних 
елементів розташованих послідовно 
рівна сумі зворотних величин 
жорсткостей цих елементів.  

 

Зворотна величина жорсткості пружного елементу називається 
податливістю  цього елементу (compliance with this element). 

.uuu;
c
1u;

c
1u;

c
1u 21

2
2

1
1   

Результуюча податливість пружних елементів розташованих 
послідовно рівна сумі податлівостей цих елементів. 

9.6. Вимушені коливання без опору 
                Forced oscillations without resistance 

Розглянемо рух точки під дією двох сил: одна поновлююча,  інша 

залежить від часу.  
ti

0 eF)t(F  – гармонійна обурююча сила. 

0F –амплітуда пружної сили.  
 – кругова частота пружної 
сили. Диференціальне рівняння 
руху точки з масою  m,  закріп-
леної на пружному елементі, під 
дією обурюючої гармонійної 
сили має вигляд:  

.eFxcxm ti
0

   

Задаючи рішення рівняння у вигляді:
ti

0 ex)t(x    і підставляючи 
його в диференціальне рівняння одержимо рівняння алгебри для визначення 
амплітуди вимушених коливань. 

000
2 Fxcxm  . 

Розділимо його на масу і позначимо m/C2  ,  тоді       

 
Рис. 9.7 

 
Рис.9.8 

 
Рис. 10.9 
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  m/Fx 0
22

0    і  остаточно  22
0

0
m/Fx


 – амплітуда 

вимушених коливань (the amplitude of the forced oscillations) . 
  – частота власних коливань (frequency of natural oscillations).  

Матеріальна точка коливається з амплітудою   0x   і частотою  
обурюючої сили  . 

Побудуємо  залежність модуля амплітуди 0x  від частоти обурюючої 
сили   . 

 
Рис. 9.10 

Модуль амплітуди вимушених коливань  зростає від    
c

Fx ñò
ñò    (при  

0  )   до безкінечності (при   )   і  убуває  від  нескінченності (при  
 )  до  нуля  (при   ). 

Явище,  коли частота обурюючої сили співпадає з власною частотою 
коливань системи,  називається резонансом (resonance). 

9.7. Вільні коливання з в'язким опором 
         Free oscillations with viscous support 

Існують пристрої (демпфери), які створюють силу пропорційну 
відносної швидкості xbFÄ  . 

Коефіцієнт пропорційності називається коефіцієнтом демпфування (the 
damping factor) або коефіцієнтом  в'язкого опору (coefficient of viscous 
resistance). 

Диференціальне рівняння руху точки з масою   m,  закріпленої на 
пружному елементі і демпфері має вигляд:   
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;FFxm ÄÓ    
0xcxbxm      або     

.0xn2x 2   

;
m
c2    .

m
bn2   

Початкові умови мають вигляд: 
0t  , 0x)0(x  ,  .v)0(v 0  

Характеристичне рівняння має 
вигляд:  .0n2 22   

Коріння характеристичного 

рівняння рівне:  .nn 22
2,1   

Розглянемо можливі рішення: 

1-й випадок : ,n   ,n 22
1   .in 12,1   

Рішення має вигляд: ).tsin(eA)t(x 1
tn  

 

2
1

2
002

0
)xnv(xA




 , tneA  – умовна амплітуда затухаючих 

коливань (conditional amplitude of damping oscillations); 
1 – кругова 
або циклічна 
частота затуха-
ючих коливань, 

;ñ/ðàä     
 – фазовий кут (або 
просто фаза), 

;
xnv

xtg
00

10




  

1T –період затуха- 
ючих коливань     
(period of damping 

oscillations), 

;2T2T
1

1 






   

   1 – частота коливань (oscillation frequency)   (1 колеб/c = 1 Гц), 

 
Рис. 10.11 

Рис. 9.12 
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;
2T

1 1

1
1 


  

     D    –  декремент коливань (decrement of fluctuations), ;e
x
xD 1Tn

max
1i

max
i 



  

        – логарифмічний декремент коливань (logarithmic decrement of 
oscillations), 1Tn)Dln(  . 

Матеріальна точка скоює гармонійні 
коливання з частотою  1  і   
амплітудою, величина якої весь час 
убуває. Рух точки, що зображає, на 
фазовій площині показаний на рис. 9.13  

2-й випадок  ,n  22
2 n  , 

.n 22,1   
Рішення має вигляд: 

).eCeC(e)t(x t
2

t
1

tn 22    
       Матеріальна точка скоює 
затухаючий неколивальний рух  (рис. 9.14). 

 
Рис. 9.14 

3-й випадок  n = ,  n2,1     (два однакові коріння) 

Рішення має вигляд: )CtC(e)t(x 21
tn    

Матеріальна точка так само скоює затухаючий неколивальний рух 
(рис. 9.14). 
 
 
 
 

 
Рис. 9.13 
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9.8.Вимушені коливання з в'язким опором 
      Forced vibrations with viscous resistance 
Розглянемо рух точки під дією трьох сил: одна поновлююча сила, 

друга – сила демпфування (сила в’язкого опору), а третя, гармонійна пружна 
сила,  залежить від часу  ti

0 eF)t(F   (рис. 9.15). 
Тут F0 – амплітуда пружної сили (the amplitude of the disturbing force);  
        – кругова частота обурюючої сили (circular frequency of disturbing 
force). 

Диференціальне рівняння руху точки з 
масою   m,  закріпленої на пружному елемен-
ті і демпфері, під дією обурюючої гармоній-
ної сили має вигляд:  

.eFxcxbxm ti
0

   
   Задаючи рішення рівняння у вигляді 

ti
0 ex)t(x  ,  і підставляючи його в 

диференціальне рівняння, одержимо рівнян-
ня алгебри для визначення амплітуди 
вимушених коливань. 

.Fxcxbixm 0000
2   

Розділимо його на масу і позначимо    ,m/c2   ,m/bn2   

тоді     m/Fn2ix 0
22

0    і  остаточно  амплітуда вимушених 
коливань. 

.
n2i

m/Fx 22
0

0 
         

Тут   – частота власних коливань.  
Матеріальна точка коливається з амплітудою   0x   і частотою пружної 

сили  . 

Побудуємо  залежність модуля амплітуди 0x  від частоти  пружної  
сили    (рис. 10.16). 

Модуль амплітуди вимушених коливань  зростає від   c/Fx ñòñò    
(при   = 0)   до  деякої величини, а потім  убуває  до  нуля  (при    ). 

 
 

 
Рис. 10.15 
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Рис. 9.16 

Лекція 10. Прикладні задачі теоретичної механіки 
Lecture 10. Прикладні задачі теоретичної механіки 
10.1. Динаміка тіла змінної маси 

    Dynamics of body of variable mass 
 До сих пір ми розглядали рух тіл с постійною масою. Але в механіці 

зустрічається багато випадків, коли маса тіла під час його руху змінюється. 
Прикладом цього є рух ракети, де з часом кількість палива зменшується і  
маса ракети зменшується. Іншим прикладом може слугувати рулон 
газетного паперу при розмотуванні його на  валу друкарської машини і тому 
подібне.  

Тілом змінної маси (body of variable mass) називається тіло, маса якого 
змінюється з плином часу, тобто маса є функцією часу  m = m ( t ).          

 При виведенні рівняння руху тіла змінної маси вводиться ряд 
допущень:  

1.Тіло змінної маси складається з системи матеріальних точок. 
2.Маси матеріальних точок, які відокремлюються ( або приєднуються) 

від тіла, дуже малі. 
3.Час між послідовними відокремленнями (або приєднаннями) 

матеріальних точок від тіла є дуже малим. 
Ці допущення дозволяють розглядати механіку тіла змінної  маси як 

механічну систему матеріальних точок, а процес зміни маси тіла як 
неперервний процес, тобто розглядати масу тіла як диференційовану 
функцію від часу. 

10.1.1. Рівняння Мещерського. Meschersky's equation 
  Нехай тіло під дією сили F  виконує поступальний рух і в момент часу 
t має масу  m = m(t ) і абсолютну швидкість V . Кількість руху цього тіла 

.Vm(t)K    Матеріальна точка, яка буде приєднуватися до тіла, має масу dm 
і абсолютну швидкість U  (рис.10.1, а). Нехай за час dt матеріальна точка з 
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масою dm і абсолютною швидкістю U  приєдналась до тіла. Після 
приєднання точки до тіла утворилась нова система з масою [m (t) + dm] і з  

абсолютною швидкістю dVV    
(рис. 10.1, б). 

  До приєднання матеріальної 
точки до тіла кількість руху цієї 
системи була .UdmVm(t)K1    
Після приєднання матеріальної точки 
до тіла кількість руху цієї системи в 
цей момент часу  буде  

K 2
= [ m (t)+dm ] ( V +d V ). 

Знайдемо змінну вектора 
кількості руху системи 

 
.dmUV)t(mVdmddmVVd)t(mV)t(mKKdK 1   

Добуток dm ∙ d V  ≈ 0 як  величина другого порядку  малості.  

Тоді  .dm)VU(V)t(mdK   
Останній вираз розділимо на час dt: 

.
dt
dm)VU(

dt
Vd)t(m

dt
Kd

                     (10.1)  

З теореми про кількість руху механічної системи  маємо .F
dt
Kd
   

 Тоді вираз (10.1) можна привести до вигляду 

.
dt
dm)V(F

dt
Vd)t(m                                          (10.2) 

  Вираз (10.2) є рівнянням руху тіла змінної маси (the equation of motion 
of a body of variable mass). 

Рівняння (10.2) носить назву рівняння Мещерського (Meschersky 
equation), яке він отримав в 1897 році. 

 Ведемо позначення  .
dt
dm)VU(R 


                                        (10.3) 

Сила R  називається реактивною силою (by reactive force).  
Тоді рівняння Мещерського  можна записати в такому вигляді  

.RF
dt
Vdm(t)                                                 (10.4)   

При русі тіла змінної маси добуток маси цього тіла на його  прискорен-  
ня дорівнює геометричній сумі прикладеної до тіла зовнішньої сили   F  і                                      

 
a) б) 

Рис.10.1 
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реактивної сили  R . 
When moving a body of variable mass, the product of the mass of this body 

on its acceleration is equal to the geometric sum of the external force F  and  
reactive force R  applied to the body. 

Для порівняння запишемо основний закон руху матеріальної точки 
(другий закон Ньютона )  

.F
dt
Vdm                                                             (10.5) 

Рівняння Мещерського  (10.4)  відрізняється від другого закону 
Ньютона тим, що при вивченні руху тіла змінної маси необхідно 
враховувати реактивну силу. В законі Ньютона маса є величина постійна, а в 
рівнянні Мещерського маса є функцією від часу, тобто є змінною 
величиною. 

Знайдемо величину і напрям реактивної сили. У виразі (10.3) різниця 
векторів )VU(   є відносною швидкістю матеріальної точки відносно тіла. 
Позначимо  ).VU(V r   

Тоді реактивну силу  (by reactive force) (10.3) запишемо у вигляді 

.
dt
dmVR r                                                  (10.6) 

Знайдемо напрям реактивної сили. Для цього використаємо вираз 
(10.3) (рис. 10.2). 

Якщо  dt
dm

> 0  (матеріальна точка приєднується до тіла ), то реактивна 

сила R  напрямлена по відносній швидкості rV   (рис. 10.2, а ).  

Якщо  dt
dm

 0 (матеріальна точка відокремлюється від тіла, маса тіла 

зменшується ), то реактивна сила напрямлена в протилежний бік вектора 
швидкості V r  ( рис. 10.2, б). 

Реактивна сила  R  залежить від  швидкості зміни маси тіла  (dm/dt) і 
від відносної швидкості частинок, які приєнднуються або відокремлюються. 
Таким чином, для збільшення реактивної сили потрібно збільшити відносну 
швидкість частинок. Якщо на тіло не діє зовнішня сила F , то згідно другого 
закону  Ньютона (10.5) точка буде ру-хатись рівномірно і прямолінійно. 
Якщо в рівнянні Мещерського (10.4) підставити F=0, то будемо мати 
рівняння  

.R
dt
Vd  m(t)                     (10.7)   

Це означає, що при відсутності зовнішньої сили тіло змінної маси буде                            
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рухатись під дією 
реактивної сили і 
при цьому тіло буде 
рухатись з приско-
ренням. 
Якщо відносна 

швидкість V r відо-
кремлюваних части-
нок дорівнює нулю, 
то реактивна сила R , 

згідно виразу (10.6), буде дорівнювати нулю і рівняння руху тіла змінної 
маси  (10.4) приймає формулу рівняння руху точки постійної маси (10.5).  

10.1.2. Формула Ціолковського. Tsiolkovsky's formula 
Російський вчений К.Е. Ціолковський (1857-1935 р.) використав 

рівняння Мещерського для вивчення руху ракет. 
В магістерській дисертації російського вченого І.В. Мещерського 

(1859-1935) «Динаміка точки змінної маси» (1897 р.) і в праці К.Е. 
Ціолковського «Дослідження світових просторів реактивними приладами» 
(1903 р.) закладені основи динаміки поступального руху ракети (basics of the 
dynamics of the forward motion of the rocket). 

Нехай ракета рухається в просторі, де відсутні сили тяжіння і сили 
опору. Рух ракети є прикладом руху тіла змінної маси. 

Позначимо масу корпуса ракети через mk, а масу палива через m n. Тоді 
в початковий момент часу маса ракети буде m 0 = m k + m n. 

Маса корпуса ракети (missile body weight) від часу руху не залежить, 
тобто mk = const. Маса палива (mass of fuel) mn під час руху ракети 
зменшується, тобто є функцією від часу mn = mn (t). 

Масу палива в початковий момент часу позначимо через m0
n.  

Запишемо рівняння Мещерського у вигляді (10.4):  

.RF
dt
Vdm(t)   

В силу прийнятих домовленостей сила F = 0. Тоді  

 .R
dt
Vd ) m  (m ïk                   (10.8) 

де V – швидкість руху ракети (rocket speed) (рис. 10.3). 
Запишемо реактивну силу у вигляді (10.3 ):  

.
dt
dm)VU(R 


 

 
          а)       б) 

Рис. 10.2. 
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Тут U  – абсолютна швидкість частинок газу, які відокрем-
люються від ракети. Напрям відносної швидкості  VUVr   
показаний на рис. (10.3).  

Маємо  .
dt
dmVR   

Спроектуємо вираз (10.8) на вісь Х: 

,R
dt
dV) m  (m xïk   

де Rx – проекція реактивної сили на вісь Х  (рис. 10.3),  

.
dt
dmVR rx    

Внаслідок того, що частинки газу вилітають з ракети, маємо 

dt
dm

< 0. Це означає, що напрям реактивної сили Rx 

протилежний напряму відносної швидкості rV  (див. рис. 10.2, 
б). 

.
dt
dmV

dt
dV )m  (m rïk   

Відокремимо змінні:  

   





ï

0
ï0

m

m ïk
r

V

Vïk
r .

mm
dmVdV;

mm
dmVdV            

Маємо 
;|mm|lnVVV ï

0
ï

m
mïkr0   

 ;)mmln()mmln(VVV o
nknkr0   

.
mm
mmlnVVV

nk

o
nk

r0 


                 (10.9) 

де V0, V – відповідно початкова і кінцева швидкості ракети.  
Рівняння (10.9) називається формулою Ціолковського (Tsiolkovsky's 

formula, 1903 р.).  
Знайдемо максимальну швидкість ракети. Це буде в тому випадку, 

коли  все паливо буде витрачене, тобто mn =0.  
Тоді з формули (10.9) одержимо 

.
m

mmlnVVV
k

o
nk

r0max


  

Ведемо позначення 

Рис. 10.3 
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.
m

mmZ
k

o
nk                                (10.10) 

Тут Z – називається числом Ціолковського (Tsiolkovsky's number). 
Число Ціолковського-це відношення стартової маси ракети до маси 

ракети без палива. 
Враховуючи вираз (10.10), формулу Ціолковського можна записати у 

вигляді 
.zlnVVV r0max                      (10.11) 

Проаналізуємо формулу (10.11), а саме, визначимо, за рахунок  чого 
можна збільшити максимальну швидкість ракети.  

Таких можливостей дві: 
1)збільшити число Ціолковського;  
2)збільшити відносну швидкість Vr  відкидаючих частинок.  
Для аналізу  цих можливостей розв’яжемо наступний приклад. 
Приклад 1. Яке повинно бути число Ціолковського, щоб надати ракеті 

першу космічну швидкість (V = 7910 м/с)? Відносна швидкість відкидаючих 
частинок постійна і дорівнює 3000 м/с. 

Формула Ціолковського у вигляді (10.11) була отримана без 
врахування сили тяжіння, сил опору. Тому число Z, знайдена за цією 
формулою, буде заниженим в порівнянні з дійсним значенням числа. Щоб 
врахувати затрати палива на переборення сили тяжіння, сил опору, 
збільшимо значення швидкості до 9000 м/с. 

З формули (10.11), враховуючи, що V0 = 0, одержимо 

ln Z = ;
V
V

r
  Z = ℮ rV

V

; Z = ℮ 3000
9000

= 20 ; Z = 20. 

Стартова маса ракети повинна бути у 20 разів більшою за масу ракети 
без палива. Таку ракету з таким числом Ціолковського виготовити 
неможливо. Збільшити швидкість ракети можна за рахунок відносної 
швидкості відкидаючих частинок. Але сучасне хімічне паливо дозволяє 
отримати ефективну швидкість до  3000 м/с. Отримати хімічне паливо, яке 
давало  більшу ефективну швидкість, пов’язане з великими труднощами.  

З усього цього випливає, що одноступеневою ракетою в сучасних 
умовах неможливо досягнути космічних швидкостей. Щоб розв’язати цю 
проблему, необхідно використати багатоступеневу ракету.   
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10.1.3. Формула Ціолковського для багатоступеневої ракети         
Tsiolkovsky's formula for a multi-stage rocket 
Багатоступенева ракета (multi-stage rocket) складається з декількох 

ступенів і корисного вантажу (рис. 10.4). Спочатку працює перший ступінь 
ракети, тобто в ньому спалюється  паливо. Коли перший ступінь (first 
degree) відпрацював, він відпадає і починає працювати другий ступень, і так 
далі.  

Використаємо формулу 
Ціолковського. Після того, як 
відпрацював перший ступінь, перша 
субракета набула швидкості 

,lnZVV 1
)1(

r1    

де )1(
rV  і Z1 – відповідно відносна 

швидкість  газу (the relative velocity 
of the gas) і число Ціолковського в 
першій субракеті. 

Після того, які відпрацював 
другий ступінь, ракета набула 
швидкості  

.ZlnVlnZVZlnVVV 2
)2(

r1
)1(

r2
)2(

r12 
Тут )2(

rV  і Z2  –  відповідно відносна 
швидкість газу і число 
Ціолковського у другій субракеті. 

Після того, як відпрацював n-ий ступінь, ракета набула швидкості 
.ZlnV...ZlnVlnZVV n

)n(
r2

)2(
r1

)1(
r            (10.12) 

Формула (10.12) є формулою Ціолковського для багатоступеневої 
ракети.  

Розглянемо окремі випадки: 
1)якщо вважати, що для всіх ступенів відносна швидкість газу 

однакова ,VV...VV r
)n(

r
)2(

r
)1(

r  тоді, за формулою (10.12) 
 .Z...ZZlnV)Zln...ZlnZ(lnVV n21rn21r                  (10.13) 

Якщо ввести позначення Z = Z1 ∙ Z2 …Zn, то формула Ціолковського 
набуде виразу: 

.ZlnVV r                   (9.14) 
Якщо у всіх  субракет числа Ціолковського однакові  (Z1 =Z2=Zn=Z), то 
Z = Zn.                      (10.15) 
Формула (10.14), враховуючи вираз (10.15), набуде вигляду  
  .ZlnnVV r                   (10.16) 

 
Рис. 10.4 
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З формули (10.16) видно, що кінцева швидкість ракети залежить від 
кількості ступенів. 

Приклад 2. Використовуючи умову прикладу 1 (V = 9000 м/с,  
Vr = 3000 м/с знайти число   Ціолковського для багатоступеневої ракети. 

Використаємо формулу (10.16): 

.eZ;
nV
VZln rnV

V

r

    

1. Нехай ракета:  одноступенева n = 1,   ℮ 3000
9000

 = 20;  

двоступенева n=2,   ℮ 3000*2
9000

= 4,5;  

триступенева  n=3,   ℮ 3000*3
9000

=2,7; 

чотириступенева n= 4,   ℮ 3000*4
9000

=2,1. 
На рис. 10.5 показана залежність числа Ціолковського від кількості 

ступенів.  
З рисунка видно, що: 
 за допомогою багатоступеневої 

ракети можна зменшити число 
Ціолковського до таких значень, при 
яких  можлива побудова ракети, яка 
дозволить досягнути космічній 
швидкості; 

триступенева ракета є найбільш 
доцільною, бо подальше збільшення 
кількості ступенів ракети мало зменшує 
число Ціолковського. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
   

 

Рис. 10.5 



 82 

ЗАПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 
QUESTIONS FOR SELF-CONTROL 

1. Динаміка абсолютного руху матеріальної  точки. 
Основні поняття. 
Закони динаміки.. 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки. 

Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в векторній формі. 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в декартовій  системі 
координат . 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в натуральній системі 
оординат. 
Дві основні задачі динаміки матеріальної точки. 
Перша задача динаміки. 
Друга задача динаміки. 
Методичні вказівки до розв’язування  задач по динаміці абсолютного руху 
матеріальної точки 
Методичні вказівки до розв’язування першої  задачі динаміки. 
Задачі для  самостійного розв’язування. 
2. Динаміка відносного руху матеріальної  точки 
Основний закон відносного руху матеріальної  точки. 
Динаміка абсолютного руху матеріальної  точки. 
Основні поняття. 
Закони динаміки.. 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в векторній формі. 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в декартовій системі                      
координат 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в натуральній системі                      
координат. 
Дві основні задачі динаміки матеріальної точки. 
Перша задача динаміки. 
Друга задача динаміки. 
Методичні вказівки до розв’язування  задач по динаміці абсолютного  руху 
матеріальної точки 
Методичні вказівки до розв’язування першої  задачі динаміки. 
Методичні вказівки до розв’язування другої  задачі динаміки. 
Задачі для  самостійного розв’язування. 
Динаміка відносного руху матеріальної  точки. 
Основний закон відносного руху матеріальної  точки. 
Методичні вказівки до розв’язування  задач по динаміці відносного руху 
матеріальної  точки. 
Основні поняття динаміки механічної системи. 
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Механічна система. Класифікація сил в динаміці механічної системи. 
Властивості внутрішніх сил. 
Геометрія мас. 
Центр мас механічної системи.  
Момент інерції механічної системи і твердого тіла. 
  Момент інерції механічної системи і твердого тіла відносно координатних осей 
і полюса 
Теорема про моменти інерції відносно паралельний осей  (Теорема Гюйгенса-
Штейнера) 
Відцентрові моменти інерції.  
Момент інерції твердого тіла відносно довільної осі. 
Еліпсоїд інерції.  
обота і потужність сили. 
Робота постійної сили на прямолінійному переміщенні матеріальної точки. 
Елементарна робота сили. Роботи сили на кінцевому переміщенні. 
Потужність сили. 
Роботи сили тяжіння. 
Робота лінійної сили пружності. 
Робота сил, прикладених до твердого тіла. 
Робота внутрішніх сил у твердому тіл. 
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