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1 Ïîäâiéíi iíòåãðàëè

Ïîäâiéíèì iíòåãðàëîì âiä íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(x; y) ïî îáìåæåíié çàìêíå-
íié îáëàñòi (P ) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè∫∫

(P )

f(x; y) dx dy = lim
max∆xi→0
max∆yk→0

∑
i

∑
k

f(xi; yk)∆xi∆yk,

äå ∆xi = xi+1 − xi, ∆yk = yk+1 − yk. ßêùî m ⩽ f(x; y) ⩽ M â îáëàñòi (P ), òî

mS(P ) ⩽
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy ⩽ MS(P ).

1.1 Ïîâòîðíi iíòåãðàëè

ßêùî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ïðÿìîêóòíà (P ) = [a, b]× [c, d], òî

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x; y) dy.

ßêùî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (P ) çàäàíà óìîâàìè a ⩽ x ⩽ b, f1(x) ⩽ y ⩽ f2(x),
òî ∫∫

(P )

f(x; y) dx dy =

b∫
a

dx

f2(x)∫
f1(x)

f(x; y) dy.

ßêùî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (P ) çàäàíà óìîâàìè c ⩽ y ⩽ d, g1(y) ⩽ x ⩽ g2(y), òî

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy =

d∫
c

dy

g2(y)∫
g1(y)

f(x; y) dx.

Ïðèêëàä 1. Çàïèñàòè ïîäâiéíèé iíòåãðàë
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy ó âèãëÿäi ïîâòîð-

íèõ iíòåãðàëiâ äâîìà ñïîñîáàìè, ÿêùî îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïðÿìèìè x = 0,
x = 2, y = 1, y = 2.

Ðèñ. 1.1

Ðîçâ'ÿçîê. Çðó÷íî ïðåäñòàâèòè îáëàñòü íà ãðàôiêó. Òîäi
ìîæíà áà÷èòè, ùî âîíà ¹ ïðÿìîêóòíèêîì, ñòîðîíè ÿêîãî ïà-
ðàëåëüíi êîîðäèíàòíèì îñÿì (ðèñ. 1.1). Â öüîìó âèïàäêó îáè-
äâi çìiííi x i y çìiíþþòüñÿ â ïîñòiéíèõ ìåæàõ 0 ⩽ x ⩽ 2,
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1 ⩽ y ⩽ 2, à ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëó ïðèéìàþòü âiäïî-
âiäíî âèãëÿä: ∫∫

(P )

f(x; y) dx dy =

2∫
0

dx

2∫
1

f(x, y) dy,

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy =

2∫
1

dy

2∫
0

f(x, y) dx,

Ïðèêëàä 2. Çàïèñàòè ïîäâiéíèé iíòåãðàë
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy ó âèãëÿäi ïîâòîð-

íèõ iíòåãðàëiâ äâîìà ñïîñîáàìè, ÿêùî îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè x ⩾ 0,
x2 + y2 ⩽ 4.

Ðèñ. 1.2

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðåäñòàâèìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (P ) íà
ãðàôiêó (ðèñ. 1.2). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñòàëi ìåæi çà
çìiííîþ x. Öå áóäóòü ÷èñëà 0 i 2. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ
x iç [0; 2] y ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ âiä −

√
22 − x2 äî

√
22 − x2.

Îäåðæó¹ìî:

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy =

2∫
0

dx

√
22−x2∫

−
√
22−x2

f(x; y) dy.

ßêùî ñòàëi ìåæi âçÿòè ïî y, −2 ⩽ y ⩽ 2, òî x ïðèéìà¹
çíà÷åííÿ âiä x äî

√
22 − y2. Îäåðæèìî

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy =

2∫
−2

dy

√
22−y2∫
0

f(x; y) dx.

Ïðèêëàä 3. Çàïèñàòè ïîäâiéíèé iíòåãðàë
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy ó âèãëÿäi ïîâòîð-

íèõ iíòåãðàëiâ äâîìà ñïîñîáàìè, ÿêùî îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïðÿìèìè x = 0,
y − x = −1, y + x = 1.

Ðèñ. 1.3

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîáóäó¹ìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (P ) (ðèñ. 1.3).
Ðîçãëÿíåìî ñòàëi ìåæi iíòåãðóâàííÿ ïî x. Íèìè áóäóòü 0 i 1.
Ïðè öüîìó y ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ âiä x− 1 äî −x+ 1. Îòæå

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy =

1∫
0

dx

−x+1∫
x−1

f(x; y) dy.
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Ïðè âèáîði ñòàëèõ ìåæ ïî y îáëàñòü (P ) ðîçáèâà¹ìî íà äâi ÷àñòèíè ïðÿìîþ
y = 0 òà çíàõîäèìî:

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy =

0∫
−1

dy

y+1∫
0

f(x; y) dx+

1∫
0

dy

−y+1∫
0

f(x; y) dx.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Çàïèñàòè ïîäâiéíi iíòåãðàëè âiä ôóíêöié f(x; y) ïî âêàçàíèì îáëàñòÿì (P )
ó âèãëÿäi ïîâòîðíèõ iíòåãðàëiâ äâîìà ñïîñîáàìè. Çðîáèòè êðåñëåííÿ îáëàñòåé
iíòåãðóâàííÿ.

1. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè:

x = −a, x = a, y = −b, y = b.

2. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè:

y = 0, y = x, x = 5.

3. Îáëàñòü (P ) ¹ òðèêóòíèêîì ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ

(−1;−1), (1; 3), (2;−4).

4. Îáëàñòü (P ) ¹ ïàðàëåëîãðàìîì ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ

(−3; 1), (2; 1), (2; 4), (6; 4).

5. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè:

x = 0, y = 0, x2 + y2 = r2,

ïðè÷îìó x ⩾ 0, y ⩾ 0.
6. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà êðèâîþ

x2 + y2 = r2.

7. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà êðèâîþ

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

8. Îáëàñòü (P ) çàäàíà íåðiâíiñòþ

(x− 2)2 + (y − 3)2 ⩽ 4.

9. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè:

y = x2, x = y2.
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10. Îáëàñòü (P ) çàäàíà íåðiâíîñòÿìè:

y − 2x ⩽ 0, 2y − x ⩾ 0, xy ⩽ 2.

11. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè:

y = x3, x+ y = 10, x− y = 4, y = 0.

Çíàéòè ìåæi ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà ïðè äàíèõ îáëàñòÿõ iíòåãðóâàííÿ (P ).
1. Ïàðàëåëîãðàì çi ñòîðîíàìè x = 3, x = 5, 3x− 2y+4 = 0, 3x− 2y+1 = 0.
2. Òðèêóòíèê çi ñòîðîíàìè x = 0, y = 0, x+ y = 2.
3. x2 + y2 ⩽ 1, x ⩾ 0, y ⩾ 0.
4. x+ y ⩽ 1, x− y ⩽ 1, x ⩾ 0.
5. y ⩾ x2, y ⩽ 4− x2.

6.
x2

4
+

y2

9
⩽ 1.

7. (x− 2)2 + (y − 3)2 ⩽ 4.
8. Îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïàðàáîëàìè y = x2 i y =

√
x.

9. Òðèêóòíèê çi ñòîðîíàìè y = x, y = 2x i x+ y = 6.
10. Ïàðàëåëîãðàì çi ñòîðîíàìè y = x, y = x+ 3, y = −2x+ 1, y = −2x+ 5.
11. y − 2x ⩽ 0, 2y − x ⩾ 0, xy ⩽ 2.
12. y2 ⩽ 8x, y ⩽ 2x, y + 4x− 24 ⩽ 0.

1.2 Çìiíà ïîðÿäêà iíòåãðóâàííÿ

Ïðèêëàä 1. Ó ïîâòîðíîìó iíòåãðàëi

1∫
0

dx

2−x∫
x

f(x, y) dy

çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ.

Ðèñ. 1.4

Ðîçâ'ÿçîê. Çàäà÷ó ðîçiá'¹ìî íà äâi ÷àñòè-
íè:

à) âiäíîâëåííÿ îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ (P ) çà
âiäîìèìè ìåæàìè äàíîãî ïîâòîðíîãî iíòåãðà-
ëó;

á) çàïèñ ïîâòîðíîãî iíòåãðàëó çi ñòàëèìè
ìåæàìè ïî y i çìiííèìè ïî x.

Òàê ÿê âíóòðiøíié iíòåãðàë âçÿòèé ïî y, òî
ìåæi âíóòðiøíüîãî iíòåãðàëó îäåðæàíi ç ðiâ-
íÿíü y = x i y = 2 − x. Çîáðàçèìî öi ïðÿìi
íà êðåñëåííi (ðèñ. 1.4). Âîíè ñêëàäàþòü äå-
ÿêó ÷àñòèíó ãðàíèöi îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ (P ).
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Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñóìiñíî ðiâíÿííÿ y = x i y = 2− x, çíàéäåìî òî÷êó ïåðåòèíó öèõ
ïðÿìèõ (1; 1). Òîáòî àáñöèñà x òî÷îê îáëàñòi (P ) çìiíþ¹òüñÿ ó ìåæàõ âiä 0 äî
1. Òîäi øóêàíîþ îáëàñòþ (P ) ¹ ôiãóðà, ùî îáìåæåíà ëiíiÿìè x = 0, y = x,
y = 2− x.

Ðîçñòàâëÿþ÷è òåïåð çîâíiøíi ìåæi iíòåãðóâàííÿ ïî y, à âíóòðiøíi ïî x,
îäåðæó¹ìî:

1∫
0

dy

y∫
0

f(x; y) dx+

2∫
1

dy

2−y∫
0

f(x; y) dx.

Ïðèêëàä 2. Çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â iíòåãðàëi

1∫
0

dx

x∫
x2

4

f(x; y) dy +

2∫
1

dx

1∫
x2

4

f(x; y) dy.

Ðèñ. 1.5

Ðîçâ'ÿçîê. à) Âiäíîâèìî îáëàñòü iíòåãðóâà-
ííÿ (P ). Ðîçãëÿäàþ÷è îáèäâà äîäàíêè îäíî÷à-
ñíî, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íèæíÿ ìåæà
âíóòðiøíüîãî iíòåãðàëó íà äiëÿíêàõ 0 ⩽ x ⩽ 1
i 1 ⩽ x ⩽ 2 âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç x îäíàêîâî:

y =
x2

4
(ïàðàáîëà). Âåðõíüîþ æ ìåæåþ íà äi-

ëÿíöi 0 ⩽ x ⩽ 1 ¹ ïðÿìà y = x, à íà äiëÿíöi
1 ⩽ x ⩽ 2 � ïðÿìà y = 1. Öüîãî äîñòàòíüî,
ùîá ïîáóäóâàòè îáëàñòü (P ) (ðèñ. 1.5).

á) Ç êðåñëåííÿ (ðèñ. 1.5) áà÷èìî, ùî ñòàëèìè ìåæàìè ïî y ¹ ÷èñëà 0 i 1.
Ïðè öüîìó íèæíüîþ ìåæåþ çìiíåííÿ x áóäå x = y, à äëÿ âåðõíüî¨ ìåæi îäåð-
æó¹ìî x = 2

√
y. Êîðiíü áåðåìî ç äîäàòíèì çíàêîì òîìó, ùî âñi òî÷êè îáëàñòi

(P ) ìàþòü íåâiä'¹ìíi àáñöèñè. Øóêàíèé ïîâòîðíèé iíòåãðàë ïðåäñòàâèòüñÿ ó
âèãëÿäi:

1∫
0

dy

2
√
y∫

y

f(x; y) dx.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â ïîâòîðíèõ iíòåãðàëàõ.

1.
1∫
0

dy
y∫
0

f(x; y) dx.

2.
4∫
0

dy

√
x∫

x
2

f(x; y) dx.

3.
1∫
0

dy

√
y∫

y

f(x; y) dx.
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4.
2∫
0

dx
6−x∫
2x

f(x; y) dy.

5.
2∫

−6

dy
2−y∫

y2

4 −1

f(x; y) dx.

6.
3∫
0

dy
3−y∫
0

f(x; y) dx.

7.
1∫
0

dy
2−y∫
y

f(x; y) dx.

8.
0∫

−3

dx
3∫

−x

f(x; y) dy +
3∫
0

dx
3∫
x

f(x; y) dy.

9.

1√
2∫

0

dy

√
1−y2∫
y

f(x; y) dx+
0∫

− 1√
2

dy

√
1−y2∫
−y

f(x; y) dx.

10.
2∫
0

dx
x3∫
0

f(x; y) dy +
4∫
2

dx
10−x∫
0

f(x; y) dy +
7∫
4

dx
10−x∫
x−4

f(x; y) dy.

11.
1∫
0

dy

√
y∫

y

f(x; y) dx.

12.
1∫

−1

dx

√
1−x2∫
0

f(x; y) dy.

13.
r∫
0

dx

√
2rx−x2∫
x

f(x; y) dy.

14.
2∫

−2

dx

1√
2

√
4−x2∫

− 1√
2

√
4−x2

f(x; y) dy.

15.
2∫
1

dx
2x∫
x

f(x; y) dy.

16.
2∫
0

dx
6−x∫
2x

f(x; y) dy.

1.3 Îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëó

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè ïîäâiéíèé iíòåãðàë
∫∫
(P )

x2y dx dy ïî îáëàñòi (P ), ùî

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.1.
Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî öåé iíòåãðàë ó âèãëÿäi ïîâòîðíîãî iíòåãðàëó:

I =

∫∫
(P )

x2y dx dy =

2∫
0

x2 dx

2∫
1

y dy.
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Òàê ÿê ìåæi iíòåãðóâàííÿ ñòàëi i ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ äîáóòêîì, ïîäâiéíèé
iíòåãðàë çâîäèòüñÿ äî äâîõ íåçàëåæíèõ îäèí âiä îäíîãî iíòåãðàëiâ:

I =
x3

3

∣∣∣∣2
0

· y
2

2

∣∣∣∣2
1

=
23 − 03

3
· 2

2 − 12

2
=

8

3
· 4− 1

2
=

8 · 3
6

=
24

6
= 4.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè ïîäâiéíèé iíòåãðàë

I =

∫∫
(P )

√
x+ y dx dy,

äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïðÿìèìè x = 0, y = 0, x+ y = 1.
Ðîçâ'ÿçîê. Îáëàñòü (P ) çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.6.

Ðèñ. 1.6

ßêùî âçÿòè ñòàëi ìåæi ïî x, òî ìà¹ìî 0 ⩽ x ⩽ 1.
Òîäi ïî y íèæíüîþ ìåæåþ áóäå y = 0, à âåðõíüîþ
y = 1− x. Âiäïîâiäíî îäåðæó¹ìî

I =

1∫
0

dx

1−x∫
0

√
x+ y dy =

1∫
0

2

3

[
(x+ y)

3
2

]∣∣∣1−x

0
dx =

=
2

3

1∫
0

[
(x+ 1− x)

3
2 − x

3
2

]
dx =

2

3

1∫
0

(
1− x

3
2

)
dx =

=
2

3

(
x− 2

5
x

5
2

)∣∣∣∣1
0

=
2

3

(
1− 2

5

)
=

2

3
· 3
5
=

2

5
.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Îá÷èñëèòè ïîäâiéíi iíòåãðàëè, âçÿòi ïî ïðÿìîêóòíèì îáëàñòÿì iíòåãðóâàííÿ
(P ):

1.
∫∫
(P )

xy dx dy (0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 2).

2.
∫∫
(P )

ex+y dx dy (0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1).

3.
∫∫
(P )

x2

1 + y2
dx dy (0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 2).

4.
∫∫
(P )

dx dy

(x+ y + 1)2
(0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 2).

5.
∫∫
(P )

y dx dy

(1 + x2 + y2)
3
2

(0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 2).

6.
∫∫
(P )

x sin(x+ y) dx dy (0 ⩽ x ⩽ π, 0 ⩽ y ⩽
π

2
).
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7.
∫∫
(P )

x2y exy dx dy (0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 2).

8.
∫∫
(P )

x2y cos(xy2) dx dy (0 ⩽ x ⩽
π

2
, 0 ⩽ y ⩽ 2).

Îá÷èñëèòè äàíi ïîâòîðíi òà ïîäâiéíi iíòåãðàëè:

1.
4∫
3

dx
2∫
1

dy

(x+ y)2
.

2.
a∫
0

dx
2
√
ax∫

−2
√
ax

(x2 + y2) dy.

3.
2π∫
0

dφ
a∫

a sinφ

r dr.

4.
1∫
0

dx

√
1−x2∫
0

√
1− x2 − y2 dy.

5.
∫∫
(P )

(x−y) dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïðÿìèìè y = 0, y = x, x+y = 2.

6.
∫∫
(P )

x2

y2 dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè x = 2, y = x, xy = 1.

7.
∫∫
(P )

e
x
y dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè x = y2, x = 0, y = 1.

8.
∫∫
(P )

cos(x+y) dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïðÿìèìè x = 0, y = π, y = x.

9.
∫∫
(P )

dx dy√
ax− x2

, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè x = 0, y2 = a2 − ax.

10.
∫∫
(P )

dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè y = 2− x, y2 = 4x+ 4.

1.4 Çàìiíà çìiííèõ. Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫∫
(P )

(x − y) dx dy, äå (P ) � êâàäðàò, îáìå-

æåíèé ïðÿìèìè:

x+ y = 2, x+ y = 4, x− y = 1, x− y = 3. (1)

Ðîçâ'ÿçîê.

Çîáðàçèìî îáëàñòü (P ) íà ðèñóíêó 1.7. Ìîæíà ëåãêî ïîáà÷èòè ç ðèñóíêà,
ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ äàíîãî iíòåãðàëó îáëàñòü (P ) òðåáà ðîçáèòè íà äâi ÷àñòèíè,
ÿê ïðè iíòåãðóâàííi ñïî÷àòêó ïî x, à ïîòiì ïî y, òàê i íàâïàêè. Çóïèíèìîñü
íà îäíié ç öèõ ìîæëèâîñòåé. Êîðèñòóþ÷èñü ðèñóíêîì 1.7 çíàõîäèìî âiäïîâiäíi
ìåæi: ∫∫

(P )

(x− y) dx dy =

5/2∫
3/2

dx

x−1∫
−x+2

(x− y) dy +

7/2∫
5/2

dx

−x+4∫
x−3

(x− y) dy =
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Ðèñ. 1.7

Ðèñ. 1.8

=

5/2∫
3/2

(
xy − y2

2

)∣∣∣∣x−1

−x+2

dx+

7/2∫
5/2

(
xy − y2

2

)∣∣∣∣−x+4

x−3

dx =

=

5/2∫
3/2

(
x(x− 1)− x(−x+ 2)− (x− 1)2

2
+

(−x+ 2)2

2

)
dx+

+

7/2∫
5/2

(
x(−x+ 4)− x(x− 3)− (−x+ 4)

2
+

(x− 3)2

2

)
dx =

=

5/2∫
3/2

(
2x2 − 4x+

3

2

)
dx+

7/2∫
5/2

(
−2x2 + 8x− 7

2

)
dx =

= 2 · x
3

3

∣∣∣∣5/2
3/2

− 4 · x
2

2

∣∣∣∣5/2
3/2

+
3

2
· x
∣∣∣∣5/2
3/2

+

[
−2 · x

3

3

∣∣∣∣7/2
5/2

+ 8 · x
2

2

∣∣∣∣7/2
5/2

− 7

2
· x
∣∣∣∣7/2
5/2

]
=

=
2

3
(2, 53 − 1, 53)− 2(2, 52 − 1, 52) +

3

2
− 2

3
(3, 53 − 2, 53) + 4(3, 52 − 2, 52)− 7

2
=

=
2

3
· 12, 25− 2 · 4 + 3

2
− 2

3
· 27, 25 + 4 · 6− 7

2
= 4.

Íàñïðàâäi ìîæíà ñêîðîòèòè îá÷èñëåííÿ øëÿõîì ââåäåííÿ íîâèõ çìiííèõ.
Ââåäåííÿ íîâèõ çìiííèõ ïðèâîäèòü äî íîâî¨ îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ, ÿêà ìîæå áó-
òè çíà÷íî ïðîñòiøå. Â äàíîìó âèïàäêó îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ñòàíå êâàäðàòîì,
àëå çi ñòîðîíàìè ïàðàëåëüíèìè îñÿì êîîðäèíàò. Ó çàãàëüíèõ âèïàäêàõ, êîëè
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îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ¹ ïàðàëåëîãðàìîì, ùî óòâîðþ¹òüñÿ âçà¹ìíî ïàðàëåëüíè-
ìè ïðÿìèìè, i ïîòðåáó¹ ïîäiëó iíîäi íà òðè ÷àñòèíè, àíàëîãi÷íà çàìiíà çìiííèõ
ïðèâîäèòü äî îáëàñòi iíòåãðóààííÿ, ùî ¹ ïðÿìîêóòíèêîì çi ñòîðîíàìè, ùî ïà-
ðàëåëüíi äî êîîðäèíàòíèõ îñåé. Òîáòî â íîâèõ êîîðäèíàòàõ òðåáà âçÿòè âñüîãî
îäèí iíòåãðàë çi ñòàëèìè ìåæàìè ïî îáîì çìiííèì.

Ââåäåìî íîâi çìiííi:
x+ y = u, x− y = v. (2)

Òîäi ïðÿìi x+y = 2 i x+y = 4 â ñèñòåìi êîîðäèíàò xOy ïåðåòâîðÿòüñÿ â ïðÿìi
u = 2 i u = 4 â ñèñòåìi êîîðäèíàò uOv (ðèñ. 1.8), à ïðÿìi x− y = 1 i x− y = 3
â ïðÿìi v = 1 i v = 3. Êâàäðàò (P ) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â êâàäðàò (Q) çi ñòîðîíàìè
ïàðàëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì îñÿì.

Ïðè ïåðåòâîðåííi iíòåãðàëà äî íîâèõ çìiííèõ òðåáà ñïî÷àòêó îòðèìàòè âè-
ðàç x i y ÷åðåç u i v ç ðiâíîñòåé (2):

x =
u+ v

2
, y =

u− v

2
.

Îá÷èñëèìî ÿêîáiàí äàíîãî ïåðåòâîðåííÿ:

J(u, v) =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1
2

1
2

1
2 −1

2

∣∣∣∣ = −1

4
− 1

4
= −1

2
.

Ìà¹ìî

|J | = 1

2
.

Òàê ÿê ÿêîáiàí âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî îáðàíå ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi (P ) â îáëàñòü
(Q) áóäå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì. Êðiì òîãî, ÿê ôóíêöiÿ f(x; y) = x − y, òàê i

ôóíêöi¨
u+ v

2
i
u− v

2
ðàçîì çi ñâî¨ìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ¹ áåçïåðåðâíèìè.

Îòæå, çíàõîäèìî:

∫∫
(P )

(x− y) dx dy =

∫∫
(Q)

1

2
v du dv =

1

2

4∫
2

du

3∫
1

v dv =
1

2

4∫
2

v2

2

∣∣∣∣3
1

du =

=
1

4

4∫
2

(32 − 12) du =
8

4

4∫
2

du = 2u|42 = 2 · (4− 2) = 4.

Ïðèêëàä 2. ßêà çàìiíà çìiííèõ ïðèâåäå êðèâîëiíiéíèé ÷îòèðèêóòíèê (P ),
ùî îáìåæåíèé ëiíiÿìè xy = 1, xy = 2, y = x + 1, y = x − 1 (x > 0, y > 0), äî
ïðÿìîêóòíèêà (Q), ñòîðîíè ÿêîãî ïàðàëåëüíi êîîðäèíàòíèì îñÿì?

Ðîçâ'ÿçîê. Êðèâîëiíiéíèé ÷îòèðèêóòíèê (P ) çîáðàæåíèé íà ðèñóíêó 1.9.
Ïîçíà÷èìî íîâi çìiííi ÷åðåç u i v. Â ñèñòåìi êîîðäèíàò uOv çà óìîâîþ çàâäàííÿ
ïðÿìîêóòíèê (Q) ìóñèòü áóòè îáìåæåíèì äåÿêèìè ïðÿìèìè, ùî ïàðàëåëüíi
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Ðèñ. 1.9 Ðèñ. 1.10

êîîðäèíàòíèì îñÿì. Òîáòî u = u1, u = u2, v = v1, v = v2. Ç ðiâíÿíü çàäàíèõ
ëiíié

xy = 1, x− y = −1,

xy = 2, x− y = 1

áà÷èìî, ùî ïðè xy = u, x− y = v âèéäå ïîòðiáíå ïåðåòâîðåííÿ. Ïðÿìîêóòíèê
(Q) áóäå îáìåæåíèé ïðÿìèìè u = 1, u = 2, v = −1, v = 1 (ðèñ. 1.10).

Îòæå íàâiòü êðèâîëiíiéíi îáëàñòi ìîæíà ïðèâîäèòè äî ïðÿìîêóòíèõ, ïî
ÿêèì äóæå çðó÷íî iíòåãðóâàòè.

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè ïîäâiéíèé iíòåãðàë∫∫
(P )

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dx dy,

äå (P ) � âåðõí¹ ïiâêîëî x2 + y2 ⩽ 1.
Ðîçâ'ÿçîê. Iíòåãðàëè, â ÿêèõ îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ñêëàäà¹ îêðóæíiñòü àáî

¨¨ ÷àñòèíè, çðó÷íiøå áðàòè â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ïåðåõîäó äî ïîëÿðíèõ
êîîðäèíàò âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëè:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ.

Äëÿ iíòåãðóâàííÿ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ òðåáà âðàõóâàòè, ùî öå êðèâîëiíié-
íi êîîðäèíàòè i, îòæå, òðåáà äîìíîæèòè ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ íà ÿêîáiàí
ïåðåõîäó âiä ïðÿìîëiíiéíèõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò äî êðèâîëiíiéíèõ ïîëÿðíèõ:

|J | =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂ρ

∂y
∂ρ

∂x
∂φ

∂y
∂φ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ cosφ sinφ
−ρ sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣ = ρ.

Çàçíà÷èìî, ùî ÷àñòî â öèõ iíòåãðàëàõ àáî â ìåæàõ iíòåãðóâàííÿ, àáî â ïiäií-
òåãðàëüíié ôóíêöi¨ çóñòði÷à¹òüñÿ íàñòóïíà ñèìåòðè÷íà êîìáiíàöiÿ àáî ôóíêöi¨
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âiä íå¨:
x2 + y2 = ρ2 cos2 φ+ ρ2 sin2 φ = ρ2.

Çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨ çàìiíè çìiííèõ ïåðåòâîðþ¹ìî iíòåãðàë äî ïîëÿð-
íèõ êîîðäèíàò:

I =

∫∫
(P )

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dx dy =

[
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ

]
=

∫∫
(Q)

√
1− ρ2

1 + ρ2
ρ dρ dφ.

Ðèñ. 1.11

Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (ðèñ.
1.11). Ðiâíÿííÿ ¨¨ ìåæi â ïîëÿðíèõ êîîðäèíà-
òàõ ïðèéìà¹ âèãëÿä: ρ2 cos2 φ + ρ2 sin2 φ = 1,
òîáòî ρ2 = 1, àáî ρ = 1. Â ìåæàõ äàíî¨ îáëà-
ñòi ïîëÿðíèé êóò φ çìiíþ¹òüñÿ âiä 0 äî π, à
ïîëÿðíèé ðàäióñ ρ çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ âiä 0
äî 1 (ïðîìiíü, ùî âèõîäèòü iç ïîëþñà i ïåðå-
òèíà¹ îáëàñòü, âõîäèòü â îáëàñòü ïðè ρ = 0,

âèõîäèòü ç íå¨ ïðè ρ = 1). Îòæå

I =

∫∫
(Q)

√
1− ρ2

1 + ρ2
ρ dρ dφ =

π∫
0

dφ

1∫
0

√
1− ρ2

1 + ρ2
ρ dρ = π

1∫
0

√
1− ρ2

1 + ρ2
ρ dρ.

Çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨ ïiñëÿ òðîõè ãðîìiçäêèõ îá÷èñëåíü çíàõîäèìî ií-
òåãðàë

1∫
0

√
1− ρ2

1 + ρ2
ρ dρ =

[
x = ρ2

dx = 2ρ dρ

]
=

1

2

1∫
0

√
1− x

1 + x
dx.

I äàëi

1∫
0

√
1− x

1 + x
dx =

[
t2 = 1−x

1+x , 2t dt = − 2dx
(1+x)2

x = 1−t2

1+t2 , dx = −4t dt
(1+t2)2

]
= −4

0∫
1

t2 dt

(1 + t2)2
=

= 2

(
− arctg t+

t

1 + t2

)∣∣∣∣0
1

=
π

2
− 1.

Îòæå:

I =
1

2
π
(π
2
− 1
)
=

π

4
(π − 2).

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè

Ïåðåéòè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò i ðîçñòàâèòè ìåæi iíòåãðóâàííÿ.
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1.
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy, äå îáëàñòü (P ) � êîëî x2 + y2 ⩽ ax.

2.
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy, äå îáëàñòü (P ) ¹ çàãàëüíîþ ÷àñòèíîþ äâîõ êië x2+y2 ⩽ ax

i x2 + y2 ⩽ bx.
3.
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy, äå îáëàñòü (P ) � òðèêóòíèê, îáìåæåíèé ïðÿìèìè y = x,

y = −x, y = 1.

4.
2∫
0

dx
x∫
0

f(
√
x2 + y2) dy.

5.
R∫
0

dx

√
R2−x2∫
0

f(x; y) dy.

6.

r√
1+r2∫
0

dx
rx∫
0

f
(y
x

)
dy +

r∫
r√
1+r2

dx

√
r2−x2∫
0

f
(y
x

)
dy.

7. (P ) � êîëî:
1) x2 + y2 ⩽ R2;
2) x2 + y2 ⩽ ax;
3) x2 + y2 ⩽ by.
8. (P ) � îáëàñòü, îáìåæåíà îêðóæíîñòÿìè x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x i

ïðÿìèìè y = x, y = 2x.
9. (P ) � îáëàñòü, ùî ¹ ñïiëüíîþ ÷àñòèíîþ äâîõ êië x2+y2 ⩽ ax i x2+y2 ⩽ by.
10. (P ) � îáëàñòü, îáìåæåíà ïðÿìèìè y = x, y = 0 i x = 1.
11. (P ) � ìåíøèé ç äâîõ ñåãìåíòiâ, íà ÿêi ïðÿìà x + y = 2 ðîçòèíà¹ êîëî

x2 + y2 ⩽ 4.
12. (P ) � âíóòðiøíÿ ÷àñòèíà ïðàâî¨ ïåòëi ëåìíiñêàòè Áåðíóëi

(x2 + y2)2 = a2 (x2 − y2).

13. (P ) � îáëàñòü, âèçíà÷åíà íåðiâíîñòÿìè

x ⩾ 0, y ⩾ 0, (x2 + y2)3 ⩽ 4a2x2 ⩽ y2.

Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.

1.
R∫
0

dx

√
R2−x2∫
0

ln(1 + x2 + y2) dy,.

2.
∫∫
(P )

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dx dy, äå (P ) âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíîñòÿìè x2 + y2 ⩽ 1,

x ⩾ 0, y ⩾ 0.
3.
∫∫
(P )

(h− 2x− 3y) dx dy, äå (P ) � êîëî x2 + y2 ⩽ R2.

4.
∫∫
(P )

√
R2 − x2 − y2 dx dy, äå (P ) � êîëî x2 + y2 ⩽ Rx.
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5.
∫∫
(P )

arctg
y

x
dx dy, äå (P ) � ÷àñòèíà êiëüöÿ x2+y2 ⩾ 1, x2+y2 ⩽ 4, y ⩾

x√
3
,

y ⩽ x
√
3.

6.
∫∫
(P )

√
r2 − x2 − y2 dx dy, äå (P ) � êîëî x2 + y2 ⩽ rx.

7.
∫∫
(P )

y dx dy, äå (P ) � âåðõí¹ ïiâêîëî ðàäióñà a ç öåíòðîì â òî÷öi (a; 0).

8.
∫∫
(P )

(x2 + y2) dx dy, äå (P ) � êîëî x2 + (y + 2)2 ⩽ 4.

9.
∫∫
(P )

arctg
y

x
dx dy, äå (P ) � ÷àñòèíà êîëà x2+y2 ⩽ 1, ùî ëåæèòü â ïåðøîìó

êâàäðàíòi.
10.

∫∫
(P )

dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëåìíiñêàòîþ (x2 + y2)2 = 2a2xy.

11.
2a∫
0

dx

√
2ax−x2∫
0

dy.

12.
∫∫
(P )

dx dy√
(x2 + y2 + a2 − b2)− 4(a2 − b2)x2

, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà åëi-

ïñîì
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b).

13. Âèêîðèñòàòè óçàãàëüíåíi ïîëÿðíi êîîðäèíàòè

x = a ρ cosφ, y = b ρ sinφ

äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó∫∫
(P )

f

(√
9− x2

a2
− y2

b2

)
dx dy,

äå (P ) � ëåæà÷à â ïåðøîìó êâàäðàíòi ÷àñòèíà åëiïòè÷íîãî êiëüöÿ, îáìåæåíîãî
åëiïñàìè

x2

a2
+

y2

b2
= 1 i

x2

a2
+

y2

b2
= 4.

Iíøi êîîðäèíàòè

Ïðîâåñòè âêàçàíó çàìiíó çìiííèõ i ðîçñòàâèòè ìåæi iíòåãðóâàííÿ.

1.
b∫
a

dx
βx∫
αx

f(x; y) dy (0 < a < b, 0 < α < β), ÿêùî u = x, v =
y

x
.

2.
1∫
0

dx
1∫
0

f(x; y) dy, ÿêùî u = x+ y, v = x− y.

3.
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy, äå (P ) � îáëàñòü, îáìåæåíà êðèâîþ

(
x2 +

1

3
y2
)2

= x2y,

ÿêùî x = ρ cosφ, y =
√
3 ρ sinφ.
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4.
∫∫
(P )

dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïàðàáîëàìè y = ax2, y = bx2 i ãiïåð-

áîëàìè xy = p, xy = q, ÿêùî y = ux2, xy = v (0<a<b, 0<p<q).
5.
∫∫
(P )

f(x; y) dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè x = 0, y = 0,
√
x+

√
y =

√
a

(a > 0) ÿêùî x = u cos4 v, y = u sin4 v.

6.
a∫
0

dx
nx∫
mx

f(x; y) dy, 0 < m < n ÿêùî u = x+ y, uv = y.

Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ âêàçàíî¨ çàìiíè çìiííèõ.
1.
∫∫
(P )

(x2 + y2) dx dy, äå (P ) � îáëàñòü, îáìåæåíà îêðóæíîñòÿìè

x2 + y2 + 2x− 1 = 0 i x2 + y2 + 2x = 0.

Âêàçiâêà. Ïîêëàñòè x+ 1 = ρ cosφ, y = ρ sinφ.

2.
∫∫
(P )

xy dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ëiíiÿìè xy = 1, x+ y =
5

2
.

Âêàçiâêà. Ïîêëàñòè x+ y = u, xy = v.
3.
∫∫
(P )

ek(x+y)2 dx dy, äå îáëàñòü (P ) âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíîñòÿìè x ⩾ 0, y ⩾ 0,

x+ y ⩽ 1.
Âêàçiâêà. Ïîêëàñòè x = u− uv, y = uv.
4.
∫∫
(P )

dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ïàðàáîëàìè y2 = 2x, y2 = 3x i ãiïåð-

áîëàìè xy = 1, xy = 2.

Âêàçiâêà. Ïîêëàñòè xy = u,
y2

x
= v.

5.
∫∫
(P )

x2 y dx dy, äå îáëàñòü (P ) îáìåæåíà ãiïåðáîëàìè xy = p, xy = q (0 < p < q),

ïðÿìèìè y = ax, y = bx (0 < a < b) i ðîçòàøîâàíà â ïåðøîìó êâàäðàíòi.

Âêàçiâêà. Ïîêëàñòè x =

√
v

u
, y =

√
uv.

1.5 Îá÷èñëåííÿ ïëîù

Ïëîùà ïëîñêî¨ ôiãóðè (P ) çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

S =

∫∫
(P )

dx dy.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ùî ëåæèòü â ïåðøîìó êâàäðàíòi òà
îáìåæåíà îêðóæíiñòþ x2 + y2 = 2ax ïàðàáîëîþ y2 = 2ax i ïðÿìîþ x = 2a.

Ðîçâ'ÿçîê. Çîáðàçèìî öþ ôiãóðó íà ðèñóíêó (ðèñ. 1.12).
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Ðèñ. 1.12

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîùi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ:

S =

∫∫
(S)

dx dy.

Áà÷èìî, ùî çîâíiøíi ìåæi iíòåãðóâàííÿ çðó÷íiøå âè-
áðàòè ïî x. Iíàêøå äîâåëîñÿ á ôiãóðó ðîçáèâàòè íà òðè
÷àñòèíè òà âiäïîâiäíî îá÷èñëþâàòè òðè iíòåãðàëè. Äëÿ
ñòàëèõ ìåæ ïî x ìà¹ìî 0 i 2a. Çíèçó ôiãóðà îáìåæåíà

âåðõíüîþ íàïiâîêðóæíiñòþ, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ y =
√
2ax− x2. Îòæå,

√
2ax− x2 �

íèæíÿ ìåæà iíòåãðóâàííÿ. Çâåðõó ôiãóðà îáìåæåíà âåðõíüîþ ãiëêîþ ïàðàáîëè,
ðiâíÿííÿ ÿêî¨ y =

√
2ax. Îòæå,

√
2ax � âåðõíÿ ìåæà iíòåãðóâàííÿ.

Äëÿ ïëîùi îäåðæó¹ìî:

S =

2a∫
0

dx

√
2ax∫

√
2ax−x2

dy =

2a∫
0

(
√
2ax−

√
2ax− x2) dx =

8a2

3
− πa2

2
.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïàðàáîëi÷íîãî ñåãìåíòó îáìåæåíîãî ïàðà-
áîëîþ (x

a
+

y

b

)2
=

x

a
− y

b
i âiññþ Ox.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíîâ ñêîðèñòà¹ìîñü ïåðåõîäîì äî íîâèõ êîîðäèíàò
x

a
+

y

b
= u,

x

a
− y

b
= v.

Ðèñ. 1.13

Òîäi â ñèñòåìi êîîðäèíàò uOv ðiâíÿ-
ííÿ ïàðàáîëè ïðèéìå çâè÷àéíèé âèãëÿä
u2 = v (ðèñ. 1.13). Îñi àáñöèñ (y = 0) â
ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò áóäå âiäïîâiäàòè
â íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïðÿìà u = v.

Äëÿ ÿêîáiàíó ïåðåòâîðåííÿ

x =
a

2
(u+ v), y =

b

2
(u− v)

ìà¹ìî

J(u, v) =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a
2

a
2

b
2 − b

2

∣∣∣∣ = −ab

4
− ab

4
= −ab

2
.

Âiçüìåìî, íàïðèêëàä, ñòàëi ìåæi ïî u (0 < u < 1). Òîäi çìiííèìè ìåæàìè
ïî v áóäóòü: u2 � íèæíÿ, u � âåðõíÿ. Îòæå, îäåðæèìî

S =

∫∫
(S)

dx dy =

1∫
0

du

u∫
u2

ab

2
dv =

ab

2

1∫
0

v

∣∣∣∣∣∣
u

u2

du =
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=
ab

2

1∫
0

(u− u2) du =
ab

2

(
u2

2
− u3

3

)∣∣∣∣1
0

=
ab

2

(
1

2
− 1

3

)
=

ab

12
.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Çíàéòè ïëîùi ïëîñêèõ ôiãóð, îáìåæåíi çàäàíèìè êðèâèìè:
1. xy = 4, x+ y − 5 = 0.
2. x = y, x = 2y, x+ y = a, x+ 3y = a (a > 0).
3. xy = a2, xy = b2, y = m, y = n.
4. y = x, y = 5x, x = 1.
5.

√
x+

√
y =

√
a, x+ y = a.

6. Åëiïñîì
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

7. y2 = 10x+ 25, y2 = −6x+ 9.
8. x = 0, y = 0 x+ y = 1.
9. y = 2x, y = 3x x = 2.
Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè

Îá÷èñëèòè ïëîùi ïëîñêèõ ôiãóð, îáìåæåíèõ çàäàíèìè êðèâèìè, çà äîïîìî-
ãîþ ïåðåòâîðåííÿ äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò:

1. (x2 + y2)2 = 2a2 (x2 − y2).
2. (x2 + 2y2)3 = xy4.

3.

(
x2

4
+

y2

9

)2

= x2y.

4. (x2 + y2)2 = a (x3 − 3xy2) (a > 0).
5. (x+ y)3 = xy (x ⩾ 0, y ⩾ 0).
Óçàãàëüíåíi ïîëÿðíi êîîðäèíàòè

1. Çíàéòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíîþ êðèâîþ(x
a
+

y

b

)4
=

x2

h2
− y2

k2
(x > 0, y > 0),

äå ïàðàìåòðè h i k äîäàòíi.
Âêàçiâêà. Óçàãàëüíi êîîðäèíàòè ââîäèòè çà ôîðìóëàìè

x = αρ cosγ φ, y = βρ sinγ φ,

äå α, β i γ ïiäáèðàþòüñÿ âiäïîâiäíèì ÷èíîì.
2. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíîþ êðèâèìè

4

√
x

a
+ 4

√
y

b
= 1, x = 0, y = 0.

3. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíîþ êðèâîþ(√
x

a
+

√
y

b

)12

=
xy

c2
.
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Iíøi êîîðäèíàòè

1. Çíàéòè ïëîùó êðèâîëiíiéíîãî ÷îòèðèêóòíèêà, îáìåæåíîãî äóãàìè ïàðà-
áîë x2 = ay, x2 = by, y2 = cx, y2 = dx (0 < a < b, 0 < c < d).

Âêàçiâêà. Ââåñòè íîâi çìiííi u i v, ïîêëàâøè

x2 = uy, y2 = vx.

1.6 Îá÷èñëåííÿ îá'¹ìiâ

Îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî çíèçó îáëàñòþ (P ) ⊂ xOy, çâåðõó íåïåðåðâíîþ ïî-
âåðõíåþ z = f(x; y), çáîêó ïðÿìîþ öèëiíäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ:

V =

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè îá'¹ì êóëi, ùî îáìåæåíà ñôåðîþ

x2 + y2 + z2 = R2.

Ðîçâ'ÿçîê. ×åðåç ñèìåòðè÷íiñòü äàíî¨ êóëi âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí
äîñòàòíüî îáìåæèòèñü îá÷èñëåííÿì îá'¹ìó éîãî âîñüìî¨ ÷àñòèíè, ùî ðîçòàøî-
âàíà ó ïåðøîìó îêòàíòi (ðèñ. 1.14).

Ðèñ. 1.14

Äëÿ òîãî, ùîá ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ

V =

∫∫
(P )

f(x; y) dx dy (3)

äëÿ îá÷èñëåííÿ îá'¹ìó çíàõîäèìî ïiäiíòå-
ãðàëüíó ôóíêöiþ

f(x; y) = z =
√

R2 − x2 − y2.

Çíàê öüîãî âèðàçó îáðàíî äîäàòíèì, òàê ÿê
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÷àñòèíà êóëi, ùî ðîçòàøîâàíà

íàä ïëîùèíîþ xOy. Îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ îáìåæåíà ïåðåòèíîì ïëîùèíè xOy
ç ïîâåðõíüîþ êóëi. Ùîá çíàéòè öåé ïåðåòèí, ïîêëàäåìî â ðiâíÿííi ïîâåðõíi êóëi
z = 0. Îäåðæèìî îêðóæíiñòü x2+y2 = R2. Â íàøîìó âèïàäêó ïåðøîìó îêòàíòó
áóäå âiäïîâiäàòè ÷àñòèíà êîëà, ùî ðîçòàøîâàíà â ïåðøîìó êâàäðàíòi ïëîùèíè
xOy. Âçÿâøè ñòàëi ìåæi iíòåãðóâàííÿ ïî x (0 ⩽ x ⩽ R), îäåðæèìî ìåæi ïî y:
0 � íèæíþ,

√
R2 − x2 � âåðõíþ. Çà ôîðìóëîþ (3) ìà¹ìî:

1

8
V =

R∫
0

dx

√
R2−x2∫
0

√
R2 − x2 − y2 dy.
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Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó
√
R2−x2∫
0

√
R2 − x2 − y2 dy =

[
y =

√
R2 − x2 sin t

dy =
√
R2 − x2 cos t dt

]
=

π
2∫

0

(R2 − x2) cos2 t dt =

=
π

4
(R2 − x2).

Îòæå,

1

8
V =

π

4

R∫
0

(R2 − x2) dx =
πR3

6
.

Çâiäêè

V =
4

3
πR3.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, ùî îáìåæåíå ïîâåðõíÿìè

x2 + y2 = 4x, z = x, z = 2x.

Ðèñ. 1.15

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîâåðõíÿ x2 + y2 = 4x ¹ êðó-
ãîâèé öèëiíäð, îñü ÿêîãî ïàðàëåëüíà îñi Oz,
à z = x i z = 2x � ïëîùèíè, ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåõ îñü Oy ïiä ðiçíèìè êóòàìè íàõèëó äî
ïëîùèíè xOy. Öi ïëîùèíè, ïåðåòèíàþ÷è öè-
ëiíäð, âèðiçàþòü ç íüîãî êëèíîïîäiáíèé øàð
(ðèñ. 1.15), îá'¹ì ÿêîãî i òðåáà îá÷èñëèòè. Öåé
øàð íå ¹ öèëiíäðè÷íèì áðóñîì, i òîìó éîãî
îá'¹ì íå ìîæå áóòè îá÷èñëåíèé áåçïîñåðåäíüî
çà ôîðìóëîþ (3). Îäíàê éîãî ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ðiçíèöþ äâîõ öèëiíðè÷íèõ áðóñiâ, çði-
çàíèõ çâåðõó ïëîùèíàìè z = 2x i z = x. Ìåæi
çìiíåííÿ äëÿ x i y çíàõîäèìî ç ðiâíÿííÿ êîí-
òóðà îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ x2 + y2 = 4x. Çðó-
÷íiøå âçÿòè ïîñòiéíi ìåæi ïî x (0 ⩽ x ⩽ 4).
Òîäi ïî y ìà¹ìî 0 � íèæíÿ ìåæà,

√
4x− x2 �

âåðõíÿ ìåæà, i øóêàíà ïîëîâèíà îá'¹ìó òiëà
ïðåäñòàâèòüñÿ ó âèãëÿäi:

1

2
V =

4∫
0

dx

√
4x−x2∫
0

2x dx−
4∫

0

dx

√
4x−x2∫
0

x dx = 4π.

Îòæå, V = 8π.
Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà
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1. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè, ïëîùè-
íàìè x = 4, y = 4 i ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ z = x2 + y2 + 1.

2. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè i ïëîùè-
íîþ

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1 (ïiðàìiäà).

3. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè, ïëîùè-

íîþ 2x+ 3y − 12 = 0 i öèëiíäðîì z =
y2

2
.

4. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî öèëiíäðàìè z = 4 − y2, y =
x2

2
i

ïëîùèíîþ z = 0.

5. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî öèëiíäðàìè x2 + y2 = r2, z =
x3

a2
i

ïëîùèíîþ z = 0 (z ⩾ 0).
6. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, ðîçòàøîâàíîãî â ïåðøîìó îêòàíòi i îáìåæåíîãî

ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì z =
xy

a
, öèëiíäðîì x2+ y2 = ax i ïëîùèíîþ z = 0.

7. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, âèðiçàíîãî öèëiíäðîì x2 + y2 = rx çi ñôåðè

x2 + y2 + z2 = r2.

8. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, âèðiçàíîãî ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ x2+y2 = z (z ⩾ 0)
ç öèëiíäðó x2 + y2 = x.

9. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïàðàáîëî¨äîì z =
1

a
(a2 − x2 − 4y2) i

ïëîùèíîþ z = 0.
10. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî öèëiíäðàìè y =

√
x, y = 2

√
x i

ïëîùèíàìè z = 0, x+ z = 6.

11. Îá÷èñëèòè îá'¹ì ÷àñòèí, íà ÿêi åëiïñî¨ä
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 ðîçòèíà¹òüñÿ

êîíóñîì
x2

a2
+

y2

b2
=

z2

c2
.

12. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè z = x+y, xy = 1, xy = 2,
y = x, y = 2x, z = 0 (x > 0, y > 0).

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü çàìiíîþ çìiííèõ: xy = u,
y

x
= v.

13. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè z = x2+ y2, x = x2+ y2,
2x = x2 + y2, z = 0.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
14. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè z = x2 + y2, xy = a2,

xy = 2a2, y =
x

2
, y = 2x.

15. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

x2 + y2 = a2, x2 + y2 − z2 = −a2.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî óçàãàëüíåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
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16. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïëîùèíîþ z = 0, öèëiíäðîì

x2 + y2 = 2ax

i ïîâåðõíåþ ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà, âåðøèíà ÿêîãî ðîçòàøîâàíà â ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, âiñü ñïiâïàäà¹ ç âiññþ Oz i êóò îñüîâîãî ïåðåðiçó ïðè âåðøèíi äîðiâ-
íþ¹ 90◦.

17. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíåþ êóëi ðàäióñà a i ïîâåðõíåþ
ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëiíäðà, ðàäióñ ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ÿêîãî äîðiâíþ¹

a

2
i

îäíà ç òâiðíèõ ÿêîãî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð êóëi.
18. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, ùî ìiñòèòüñÿ ìiæ ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ x2+z2 = az,

öèëiíäðîì x2 + y2 = ay i ïëîùèíîþ z = 0.
19. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, ÿêå çíèçó îáìåæåíî ïëîùåþ ëåìíiñêàòè

ρ2 = a2 cos 2φ,

ðîçòàøîâàíié â ïëîùèíi xOy, çâåðõó ïîâåðõíåþ êóëi x2+ y2+ z2 = a2, à ç áîêiâ
öèëiíäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ, íàïðÿìíîþ äëÿ ÿêî¨ ñëóæèòü ëåìíiñêàòà.

20. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

x2 + y2 + z2 = 2z, x2 + y2 = z.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
21. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

x2

9
+ y2 +

z2

4
= 1,

x2

9
+ y2 +

(z − 2)2

4
= 1.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî óçàãàëüíåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
22. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

x2 +
y2

4
=

z

3
, x+

z

3
= 2.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî óçàãàëüíåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
23. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

2az = x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 3a2.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî óçàãàëüíåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
24. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = a2 (x2 − y2).

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
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25. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè

x2

a2
+

y2

b2
=

z

c
,

x

a
+

z

c
= 2.

Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñü ïåðåõîäîì äî óçàãàëüíåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
Â íàñòóïíèõ çàâäàííÿõ çíàéòè îá'¹ìè òië, îáìåæåíèõ äàíèìè ïîâåðõíÿìè

(âñi ïàðàìåòðè ââàæàòè äîäàòíèìè).
26. Ïëîùèíàìè êîîðäèíàò, ïëîùèíàìè x = a, y = b i åëiïòè÷íèì ïàðàáî-

ëî¨äîì z =
x2

2p
+

y2

2q
.

27. Ïëîùèíàìè y = 0, z = 0, 3x+ y = 6, 3x+ 2y = 12 i x+ y + z = 6.
28. Ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ z = x2+ y2, êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè i ïëî-

ùèíîþ x+ y = 1.
29. Ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ z = x2 + y2 i ïëîùèíàìè z = 0, y = 1, y = 2x

i y = 6− x.
30. Êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè, ïëîùèíîþ 2x + 3y − 12 = 0 i öèëiíäðîì

z =
y2

2
.

31. Öèëiíäðîì z = 9−y2, êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè i ïëîùèíîþ 3x+4y = 12

(y ⩾ 0).
32. Öèëiíäðîì z = 4−x2, êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè i ïëîùèíîþ 2x+y = 4

(x ⩾ 0).

33. Öèëiíäðîì 2y2 = x, ïëîùèíàìè
x

4
+

y

2
+

z

4
= 1 i z = 0.

34. Åëiïòè÷íèì öèëiíäðîì
x2

4
+y2 = 1, ïëîùèíàìè z = 12−3x−4y i z = 1.

35. Öèëiíäðàìè x2 + y2 = R2 i x2 + z2 = R2.

36. Öèëiíäðàìè z = 4− y2, y =
x2

2
i ïëîùèíîþ z = 0.

37. Öèëiíäðàìè x2 + y2 = R2, z =
x3

a2
i ïëîùèíîþ z = 0 (x ⩾ 0).

38. Ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì z = x2 − y2 i ïëîùèíàìè z = 0, x = 3.
39. Ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì z = xy, öèëiíäðîì y =

√
x i ïëîùèíàìè

x+ y = 2, y = 0 i z = 0.
40. Ïàðàáîëî¨äîì z = x2+ y2, öèëiíäðîì y = x2 i ïëîùèíàìè y = 1 i z = 0.

41. Åëiïòè÷íèì öèëiíäðîì
x2

a2
+

z2

c2
= 1 i ïëîùèíàìè y =

b

a
x, y = 0 i z = 0

(x ⩾ 0).

42. Ïàðàáîëî¨äîì z =
a2 − x2 − 4y2

a
i ïëîùèíîþ z = 0.

43. Öèëiíäðàìè y = ex, y = e−x, z = e2 − y2 i ïëîùèíîþ z = 0.
44. Öèëiíäðîì x2 + y2 = 4, ïëîùèíàìè z = 0 i z = x+ y + 10.
45. Öèëiíäðîì x2 + y2 = 2x, ïëîùèíàìè 2x− z = 0 i 4x− z = 0.
46. Öèëiíäðîì x2 + y2 = R2, ïàðàáîëî¨äîì Rz = 2R2 + x2 + y2 i ïëîùèíîþ

z = 0.



26

47. Öèëiíäðàìè x2 + y2 = x i x2 + y2 = 2x, ïàðàáîëî¨äîì z = x2 + y2 i
ïëîùèíàìè x+ y = 0, x− y = 0 i z = 0.

48. Öèëiíäðàìè x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 2y i ïëîùèíàìè z = x+ 2y i z = 0.

1.7 Îá÷èñëåííÿ ïëîù ïîâåðõîíü

Ïëîùà ãëàäêî¨ ïîâåðõíi z = f(x; y), ïðî¹êöiÿ ÿêî¨ íà ïëîùèíó xOy � îáëàñòü
(P ):

S =

∫∫
(P )

√
1 + z′x

2 + z′y
2 dx dy.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè ïëîùó òîé ÷àñòèíè ïëîùèíè 6x+3y+2z = 12, ÿêà
óêëàäåíà â ïåðøîìó îêòàíòi (ðèñ. 1.16).

Ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîù âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëó

S =

∫∫
(S)

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy. (4)

Ç óìîâè çàâäàííÿ ìà¹ìî: z = 6− 3x− 3

2
y, z′x = −3, z′y = −3

2
i

√
1 + z′2x + z′2y =

√
1 + 9 +

9

4
=

7

2
.

Ðèñ. 1.16

Ïðî¹êöi¹þ äàííî¨ ïëîùèíè íà ïëîùèíó xOy ¹ òðè-
êóòíèê, îáìåæåíèé êîîðäèíàòíèìè îñÿìè Ox, Oy i
ïðÿìîþ 6x+3y = 12, ÿêó çíàõîäèìî ïåðåòèíîì äàííî¨
ïëîùèíè ç ïëîùèíîþ z = 0. Îäåðæó¹ìî:

S =

2∫
0

dx

4−2x∫
0

7

2
dy =

7

2

2∫
0

y

∣∣∣∣∣∣
4−2x

0

dx =

=
7

2

2∫
0

(4− 2x) dx =
7

2
(4− x2)

∣∣∣∣2
0

=
7

2
· 4 = 14.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

1. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi z2 = 2xy, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íàä ïðÿ-
ìîêóòíèêîì, ùî ëåæèòü ó ïëîùèíi xOy i îáìåæåíèì ïðÿìèìè x = 0, x = 3,
y = 0, y = 6.

2. Çíàéòè ïëîùó ÷àñòèíè ïëîùèíè
x

a
+

y

b
+

z

c
= 1, ùî ìiñòèòüñÿ ìiæ êîîð-

äèíàòíèìè ïëîùèíàìè.
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3. Çíàéòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi êóëi x2 + y2 + z2 = 100, ùî ìiñòèòüñÿ
ìiæ ïëîùèíàìè x = −8 i x = 6.

4. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi êîíóñà z2 = x2 + y2, ùî ëåæèòü íàä

ïëîùèíîþ xOy i âiäðiçàíîþ ïëîùèíîþ z =
√
2
(x
2
+ 1
)
.

5. Îá÷èñëèòè ïîâíó ïîâåðõíþ òiëà, îáìåæåíîãî ñôåðîþ x2 + y2 + z2 = 3a2

i ïàðàáîëî¨äîì x2 + y2 = 2az (z ⩾ 0).
6. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà 2z = x2 + y2, âèðiçàíî¨

öèëiíäðîì x2 + y2 = 1.
7. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà y2+ z2 = 4ax, âèðiçàíî¨

öèëiíäðîì y2 = ax i ïëîùèíîþ x = 3a.

8. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïîâåðõíi ÷àñòèíè ïàðàáîëî¨äà
x2

a
+

y2

b
= 2z, âèðiçàíî¨

ïîâåðõíåþ
x2

a2
+

y2

b2
= c2.

9. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ñôåðè x2+y2+z2 = a2, ùî ìiñòèòüñÿ âñåðåäåíi

öèëiíäðà
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (b ⩽ a).

10. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà

z =
1

2
(x2 − y2),

ùî âèðiçàíà ïëîùèíàìè x− y = ±1, x+ y = ±1.
11. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi öèëiíäðà x2 + y2 = 2ax, ùî ìi-

ñòèòüñÿ ìiæ ïëîùèíîþ xOy i êîíóñîì x2 + y2 = z2 i ðîçòàøîâàíó â ïåðøîìó
îêòàíòi.

12. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi ïàðàáîëî¨äà z2 = 2px, ùî âèðiçàíà
ïàðàáîëî¨äîì y2 = 2qx i ïëîùèíîþ x = a.

13. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi öèëiíäðà x2+ y2 = a2, ùî âèðiçàíà
ïëîùèíàìè x+ z = 0, x− z = 0 (x > 0, y > 0).

14. Öåíòð ñôåðè ðàäióñà r çíàõîäèòüñÿ íà ïîâåðõíi ïðÿìîãî öèëiíäðà, ðà-
äióñ îñíîâè ÿêîãî

r

2
. Îá÷èñëèòè:

à) ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi öèëiíäðà, ùî âèðiçàíà ñôåðîþ.
á) ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi ñôåðè, ùî âèðiçàíà öèëiíäðîì.
15. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi êîíóñà y2 + z2 = x2, ðîçòàøîâàíî¨

âñåðåäåíi öèëiíäðà x2 + y2 = a2.
16. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi êîíóñà y2 + z2 = x2, âèðiçàíî¨ öè-

ëiíäðîì x2 = ay.
17. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi êîíóñà x2 − y2 = z2, ðîçòàøîâàíî¨

â ïåðøîìó îêòàíòi i îáìåæåíî¨ ïëîùèíîþ y + z = a.
18. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi z = arctg

y

x
, ïðî¹êöiÿ ÿêî¨ íà ïëî-

ùèíó xOy äà¹ ïåðøèé âèòîê ñïiðàëi Àðõiìåäà ρ = φ.
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19. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi y
2
3 + z

2
3 = a

2
3 , ùî

âèðiçàíà ïîâåðõíåþ, ÿêà ïðî¹êòó¹òüñÿ íà ïëîùèíó xOy ó âèãëÿäi êðèâî¨

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

20. Îá÷èñëèòè ïëîùó ÷àñòèíè ïîâåðõíi x2 + y2 = 2az, ùî ìiñòèòüñÿ âñåðå-
äèíi öèëiíäðà (x2 + y2)2 = 2a2xy.

1.8 Ïðèêëàäåííÿ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàñè òðåáà ìàòè ðîçïîäië ïîâåðõíåâî¨ ãóñòèíè ϱ(x, y):

m =

∫∫
G

ϱ(x, y) dx dy.

Äëÿ êîîðäèíàò öåíòðó ìàñ ìà¹ìî ôîðìóëè:

xc =

∫∫
G

x ϱ(x, y) dx dy∫∫
G

ϱ(x, y) dx dy
, yc =

∫∫
G

y ϱ(x, y)dx dy∫∫
G

ϱ(x, y) dx dy
.

Ó âèïàäêó îäíîðiäíî¨ ïëàñòèíè (ϱ = const) ìà¹ìî áiëüø ïðîñòi ôîðìóëè:

xc =

∫∫
G

x dx dy∫∫
G

dx dy
, yc =

∫∫
G

y dx dy∫∫
G

dx dy
.

Ìîìåíò iíåðöi¨ ïëàñòèíè âiäíîñíî îñi y:

Iy =

∫∫
G

x2 ϱ(x, y) dx dy.

Ìîìåíò iíåðöi¨ ïëàñòèíè âiäíîñíî îñi x:

Ix =

∫∫
G

y2 ϱ(x, y) dx dy.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ìàñó êâàäðàòíî¨ ïëàñòèíêè çi ñòîðîíîþ 2a, ÿêùî ãó-
ñòèíà ìàòåðiàëó ïëàñòèíêè ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó âiäñòàíi âiä òî÷êè ïåðåòèíó
äiàãîíàëåé i íà êóòàõ êâàäðàòà äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïëàñòèíêó êðàùå ðîçòàøóâàòè â ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò
òàêèì ÷èíîì, ùîá òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé ñïiâïàëà ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò, à
ñòîðîíè áóëè ïàðàëåëüíi êîîðäèíàòíèì îñÿì. Ïiñëÿ öüîãî ìîæíà ñêëàñòè ôóí-
êöiþ ãóñòèíè ρ(x; y) ìàòåðiàëó ïëàñòèíêè çà óìîâàìè çàâäàííÿ. Íåõàé M(x; y)
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� äîâiëüíà òî÷êà êâàäðàòà (|x| ⩽ a, |y| ⩽ a). Òîäi êâàäðàò âiäñòàíi âiä òî÷êè ïå-
ðåòèíó äiàãîíàëåé (ïî÷àòêó êîîðäèíàò) áóäå äîðiâíþâàòè x2+y2. Îòæå, ãóñòèíà
ó òî÷öi M ïðåäñòàâèòüñÿ ó âèãëÿäi

ρ(M) = ρ(x; y) = k (x2 + y2),

äå k � êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi. Ùîá çíàéòè ÷èñëîâå çíà÷åííÿ öüîãî êîåôi-
öi¹íòà k, âèêîðèñòà¹ìî âiäîìå çíà÷åííÿ ãóñòèíè íà êóòàõ êâàäðàòà. Âiçüìåìî,
íàïðèêëàä, âåðøèíó êóòà (a; a). Òîäi îäåðæèìî:

1 = k (a2 + a2),

çâiäêè

k =
1

2a2
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíå çíà÷åííÿ k ó âèðàç ôóíêöi¨ ãóñòèíè, îñòàòî÷íî îäåð-
æèìî:

ρ(x; y) =
x2 + y2

2a2

i äàëi îá÷èñëþ¹ìî iíòåãðàë

m =
1

2a2

∫∫
(S)

(x2 + y2) dx dy.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ïàðíà âiäíîñíî x i y (òîáòî ãóñòè-
íà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò), ìîæíà îáìåæèòèñü îá÷èñëåííÿì
iíòåãðàëà ëèøå ïî îäíi¹¨ ÷åòâåðòî¨ ÷àñòèíè îáëàñòi (S), ùî ðîçòàøîâàíà â ïåð-
øîìó êâàäðàíòi

m =
2

a2

a∫
0

dx

a∫
0

(x2 + y2) dy =
2

a2

a∫
0

(
x2y +

y3

3

)∣∣∣∣a
0

dx =

=
2

a2

a∫
0

(
ax2 +

a3

3

)∣∣∣∣a
0

dx =
2

a2

(
ax3

3
+

a3x

3

)∣∣∣∣a
0

=
2

a2
· 2a

4

3
=

4

3
a2.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ñòàòè÷íi ìîìåíòè âiäíîñíî îñåé êîîðäèíàò åëiïñà

x2

a2
+

y2

b2
= 1

îáìåæåíîãî ïðÿìîþ bx+ ay = ab (ðèñ. 1.17).
Ðîçâ'ÿçîê. Òàê ÿê â óìîâi çàâäàííÿ ïðî ãóñòèíó íå çãàäó¹òüñÿ, áóäåìî ââà-

æàòè ¨¨ ñòàëîþ òà ðiâíîþ îäèíèöi. Òîäi ìàñà ôiãóðè ÷èñåëüíî äîðiâíþ¹ ¨¨ ïëîùi.
Çâiäñè îäåðæó¹ìî:
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Ðèñ. 1.17

mx =

∫∫
(S)

y dx dy =

a∫
0

dx

b
a

√
a2−x2∫

b
a (a−x)

y dy =
ab2

6
.

my =

∫∫
(S)

x dx dy =

a∫
0

x dx

b
a

√
a2−x2∫

b
a (a−x)

dy =
a2b

6
.

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè öåíòð òÿæiííÿ ôiãóðè,
îáìåæåíî¨ äâîìà ïàðàáîëàìè y2 = x i x2 = y.

Ðèñ. 1.18

Ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîîðäèíàò öåíòðà
òÿæiííÿ (ξ, η) òðåáà îá÷èñëèòè ïî çàäàíié îáëàñòi
òðè iíòåãðàëè, ùî âèçíà÷àþòü ìàñó i ñòàòè÷íi ìî-
ìåíòè öi¹¨ îáëàñòi (ðèñ. 1.18):

m =

∫∫
(S)

dx dy =

1∫
0

dx

√
x∫

x2

dy =
1

3
,

mx =

∫∫
(S)

y dx dy =

1∫
0

dx

√
x∫

x2

y dy =
3

20
,

my =

∫∫
(S)

x dx dy =

1∫
0

x dx

√
x∫

x2

dy =
3

20
.

Êîîðäèíàòè öåíòðó òÿæiííÿ äîðiâíþþòü:

ξ =
my

m
=

3
20
1
3

=
9

20
,

η =
mx

m
=

3
20
1
3

=
9

20
.

Îòæå,

ξ = η =
9

20
.

Ïðèêëàä 4.Îá÷èñëèòè ìîìåíò iíåðöi¨ ïëîùi, îáìåæåíî¨ ïàðàáîëîþ y2 = ax
i ïðÿìîþ x = a âiäíîñíî ïðÿìî¨ y = −a.
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Ðèñ. 1.19

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðåäñòàâèìî óìîâó çàâäàííÿ
íà ìàëþíêó (ðèñ. 1.19). Áà÷èìî, ùî âiäñòàíü
áóäü-ÿêî¨ òî÷êè (x; y) ôiãóðè (P ) äî îñi O′x′

áóäå äîðiâíþâàòè y+a, à êâàäðàò âiäñòàíi áóäå
(y + a)2. Îòæå

Ix′ =

∫∫
(P )

(y + a)2 dx dy =

=

a∫
0

dx

√
ax∫

−
√
ax

(y + a)2 dy =

=

[
t = y + a
dt = dy

]
=

a∫
0

dx

√
ax+a∫

−
√
ax+a

t2 dt =

=

a∫
0

dx

(
(
√
ax+ a)3

3
− (−

√
ax+ a)3

3

)
=

=
1

3

a∫
0

[(
(ax)

3
2 + 3 (ax) a+ 3

√
ax a2 + a3

)
−

−
(
−(ax)

3
2 + 3 (ax) a− 3

√
ax a2 + a3

)]
dx =

=
2

3

a 3
2

a∫
0

x
3
2 dx+ 3a2

√
a

a∫
0

x
1
2 dx

 =
2

3

[
a

3
2 · x

5
2

5/2

∣∣∣∣∣
a

0

+ 3a
5
2 · x

3
2

3/2

∣∣∣∣∣
a

0

]
=

=
2

3

[
2

5
a

3
2 · a

5
2 + 3 · 2

3
· a

5
2 · a

3
2

]
=

2

3

[
2

5
+

10

5

]
a4 =

24

15
a4 =

8

5
a4.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Ìàñà

1. Çíàéòè ìàñó êîëà, ãóñòèíà ÿêîãî â êîæíié òî÷öi ïðîïîðöiéíà âiäñòàíi âiä
öi¹¨ òî÷êè äî êîíòóðà êîëà.

2. Ïëîñêå êiëüöå îáìåæåíå äâîìà êîíöåíòðè÷íèìè îêðóæíîñòÿìè, ðàäióñè
ÿêèõ r i R (r < R). Çíàéòè ìàñó êiëüöÿ, ÿêùî âiäîìî, ùî ãóñòèíà ðå÷îâèíè
çâîðîòíüî ïðîïîðöiéíà âiäñòàíi âiä öåíòðà îêðóæíîñòåé i ãóñòèíà íà îêðóæíîñòi
âíóòðiøíüîãî êîëà äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

3. Íà ôiãóði, ùî îáìåæåíà åëiïñîì
x2

a2
+

y2

b2
= 1, ðîçïîäiëåíà ìàñà òàê, ùî

ãóñòèíà ¨¨ ïðîïîðöiéíà âiäñòàíi âiä îñi àáñöèñ, ïðè÷îìó ïðè y = 1 âîíà äîðiâíþ¹
γ. Çíàéòè ìàñó âñi¹¨ ôiãóðè.
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4. Çíàéòè ìàñó ïðÿìîêóòíî¨ ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ïðÿìèìè x = 0, x = 2,
y = 0, y = 3, ÿêùî ãóñòèíà â êîæíié òî÷öi äîðiâíþ¹ êóáó àáñöèñè, ïîìíîæåíîìó
íà êâàäðàò îðäèíàòè öi¹¨ òî÷êè.

Ñòàòè÷íi ìîìåíòè

1. Çíàéòè ñòàòè÷íi ìîìåíòè âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé ÷âåðòi êîëà ðàäióñà
R.

2. Çíàéòè ñòàòè÷íi ìîìåíòè âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé ÷àñòèíè ïëîùèíè,
ùî îáìåæåíà ëiíiÿìè

y = x2, y + x = 2, y = 0.

3. Çíàéòè ñòàòè÷íèé ìîìåíò ïiâêîëà âiäíîñíî éîãî äiàìåòðà.
4. Çíàéòè ñòàòè÷íèé ìîìåíò êîëà âiäíîñíî éîãî äîòè÷íî¨.
5. Çíàéòè ñòàòè÷íèé ìîìåíò ïðÿìîêóòíèêà çi ñòîðîíàìè a òà b âiäíîñíî

ñòîðîíè a.
6. Çíàéòè ñòàòè÷íèé ìîìåíò ïðàâèëüíîãî øåñòèêóòíèêà çi ñòîðîíîþ a âiä-

íîñíî ñòîðîíè.
Öåíòð òÿæiííÿ

Çíàéòè êîîðäèíàòè öåíòðiâ òÿæiííÿ îäíîðiäíèõ ïëîñêèõ ôiãóð:
1. Ïiâêîëà ðàäióñà R.
2. Ôiãóðè, ùî îáìåæåíà êðèâèìè y = 2x3 i y2 = 2x.
3. Ôiãóðè, ùî îáìåæåíà ïàðàáîëîþ y = 2x− 3x2 i âiññþ Ox.
4. Ñåêòîðà àðõiìåäîâî¨ ñïiðàëi ρ = αω, ùî îäåðæó¹òüñÿ ïðè çìiíåííi ω âiä

0 äî
π

2
.

5. Êðóãîâîãî ñåêòîðà ç ðàäióñîì r i êóòîì ïðè âåðøèíi 2α ñèìåòðè÷íîãî
âiäíîñíî îñi Ox.

6. Ôiãóðè, ùî îáìåæåíà ñèíóñî¨äîþ y = sinx i ïðÿìîþ x =
π

4
.

7. Ôiãóðè, ùî îáìåæåíà êàðäiî¨äîþ ρ = a(1 + cosφ).
8. Ôiãóðè, ùî îáìåæåíà çàìêíåíîþ êðèâîþ y2 = x2 − x4 (x ̸= 0).
9. Ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâîþ, ùî çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

x = a (t− sin t), y = a (1− cos t) (0 ⩽ t ⩽ 2π)

i âiññþ Ox.
10. Ôiãóðè, îáìåæåíî¨ âåðõíüîþ ïîëîâèíîþ åëiïñà, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà âåëè-

êó âiñü.
Ìîìåíòè iíåðöi¨

Îá÷èñëèòè ìîìåíò iíåðöi¨ îäíîðiäíèõ ïëîñêèõ ôiãóð:
1. Ïðÿìîêóòíèêà çi ñòîðîíàìè a òà b âiäíîñíî éîãî ñòîðií.
2. Êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ a âiäíîñíî îäíi¹¨ ç éîãî âåðøèí.
3. Òðèêóòíèêà, îáìåæåíîãî ïðÿìèìè x + y = 2, x = 2, y = 2 âiäíîñíî îñi

Ox.
4. Ïiâêîëà âiäíîñíî éîãî äiàìåòðà.
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5. Êîëà âiäíîñíî éîãî öåíòðà.
6. Êîëà âiäíîñíî äîòè÷íî¨.
7. Ôiãóðè, ùî îáìåæåíà êðèâîþ (x2 + y2)2 = a2 x2 − y2 âiäíîñíî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.
8. Åëiïñà ç ïiâîñÿìè a òà b âiäíîñíî öåíòðó.
9. Ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ç îñíîâîþ a i âèñîòîþ h âiäíîñíî âåðøèíè.
10. Êîëî ðàäióñà R âiäíîñíî òî÷êè, ùî ëåæèòü íà îêðóæíîñòi.

2 Ïîòðiéíi iíòåãðàëè

Ïîòðiéíèì iíòåãðàëîì âiä íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(x; y; z) ïî îáìåæåíié çà-
ìêíåíié îáëàñòi (V ) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè∫∫

(V )

f(x; y; z) dx dy dz = lim
max∆xi→0
max∆yk→0
max∆zl→0

∑
i

∑
k

∑
l

f(xi; yk; zl)∆xi∆yk,∆zl,

äå ∆xi = xi+1 − xi, ∆yk = yk+1 − yk, ∆zl = zl+1 − zl. ßêùî m ⩽ f(x; y; z) ⩽ M
â îáëàñòi (V ), òî

mV (V ) ⩽
∫∫
(V )

f(x; y; z) dx dy dz ⩽ MV (V ).

2.1 Ïîâòîðíi iíòåãðàëè

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè ïîòðiéíèé iíòåãðàë∫∫∫
(V )

dx dy dz

(1 + x+ y + z)3
,

äå îáëàñòü (V ) îáìåæåíà ïîâåðõíÿìè x+ y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0.

Ðèñ. 2.1

Ðîçâ'ÿçîê. Ðiâíÿííÿ x + y + z = 1 ÿâëÿ¹
ñîáîþ ïëîùèíó, ùî âiäñiêà¹ íà îñÿõ âiäðiçêè,
ðiâíi 1; x = 0, y = 0, z = 0 � êîîðäèíàòíi
ïëîùèíè. Îáëàñòü (V ) ¹ ïiðàìiäîþ (ðèñ. 2.1).
Â öüîìó ïðèêëàäi ïî áóäü-ÿêié çìiííié ìîæíà
áðàòè ïîñòiéíi ìåæi âiä 0 äî 1. Îáåðåìî äëÿ
öüîãî çìiííó x (0 ⩽ x ⩽ 1). Ïðî¹êöi¹þ ïiðàìi-
äè íà ïëîùèíó xOy ¹ òðèêóòíèê, îáìåæåíèé
ïðÿìèìè x = 0, y = 0, x+y = 1. Çâiäñè âèçíà-
÷à¹ìî ìåæi iíòåãðóâàííÿ ïî y (0 ⩽ y ⩽ 1−x).
Äëÿ çìiííî¨ z íèæíüîþ ìåæåþ áóäå z = 0
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(ïëîùèíà xOy), à âåðõíüîþ � çíà÷åííÿ z, ÿêå îäåðæó¹òüñÿ iç ðiâíÿííÿ ïëîùèíè
x+ y + z = 1, òîáòî z = 1− x− y.

Òåïåð ìîæíà ïðåäñòàâèòè äàíèé ïîòðiéíèé iíòåãðàë ÷åðåç ïîâòîðíèé òà ïî-
ñëiäîâíî îá÷èñëèòè âiäïîâiäíi âèçíà÷åíi iíòåãðàëè.

∫∫∫
(V )

dx dy dz

(1 + x+ y + z)3
=

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

1−x−y∫
0

dz

(1 + x+ y + z)3
=

= −1

2

1∫
0

dx

1−x∫
0

1

(1 + x+ y + z)2

∣∣∣∣∣∣
1−x−y

0

dy = −1

2

1∫
0

dx

1−x∫
0

(
1

4
− 1

(1 + x+ y)2

)
dy =

= −1

2

1∫
0

(
y

4
+

1

1 + x+ y

)∣∣∣∣1−x

0

dx = −1

2

1∫
0

(
1− x

4
+

1

2
− 1

1 + x

)
dx =

= −1

2

(
3

4
x− x2

8
− ln(1 + x)

)∣∣∣∣1
0

= −1

2

(
3

4
− 1

8
− ln 2

)
=

ln 2

2
− 5

16
.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I =

2π∫
0

dφ

R∫
0

ρ dρ

R+
√

R2−ρ2∫
R

dz.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìà¹ìî

I = φ|2π0

R∫
0

ρ dρ z|R+
√

R2−ρ2

R = 2π

R∫
0

ρ
√

R2 − ρ2 dρ =

=

[
t = R2 − ρ2

dt = −2ρ dρ

]
= 2π

0∫
R2

√
t

(
−dt

2

)
= −1

2
2π

0∫
R2

t1/2 dt =

= −1

2
2π

t3/2

3/2

∣∣∣∣0
R2

= −1

3
2π t3/2

∣∣∣∣0
R2

= −1

3
2π(−R3) =

2πR3

3
.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Îá÷èñëèòè ïîòðiéíi iíòåãðàëè ó âêàçàíèõ îáëàñòÿõ.
1.
∫∫∫
(V )

(x+ y + z) dx dy dz, äå 0 ⩽ x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽ b, 0 ⩽ z ⩽ c.

2.
∫∫∫
(V )

ρ sin θ dρ dφ dθ, äå 0 ⩽ φ ⩽
π

2
, 0 ⩽ ρ ⩽ 2, 0 ⩽ θ ⩽

π

2
.
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3.
∫∫∫
(V )

x dx dy dz, äå (V ) îáìåæåíà ïëîùèíàìè x = 0, y = 0, z = 0, y = h,

x+ z = a.
4.
∫∫∫
(V )

xy2z3 dx dy dz, äå (V ) îáìåæåíà ïîâåðõíÿìè z = xy, y = x, x = 1,

z = 0.

5.
∫∫∫
(V )

(
x2

p2
+

y2

q2
+

z2

r2

)
dx dy dz, äå (V ) îáìåæåíà åëiïñîì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Îá÷èñëèòè ïîòðiéíi iíòåãðàëè.

6.
1∫
0

dx
2∫
0

dy
3∫
0

dz.

7.
a∫
0

dx
b∫
0

dy
c∫
0

(x+ y + z) dz.

8.
a∫
0

dx
x∫
0

dy
y∫
0

xyz dz.

9.
a∫
0

dx
x∫
0

dy
xy∫
0

x3y3z dz.

10.
e−1∫
0

dx
e−x−1∫

0

dy
x+y+e∫

e

ln(z − x− y)

(x− e)(x+ y − e)
dz.

11.
∫∫∫
(V )

dx dy dz

(x+ y + z + a)3
, äå (V ) � îáëàñòü îáìåæåíà ïëîùèíàìè

x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = a (a ⩾ 0).

12.
∫∫∫
(V )

xy dx dy dz, äå (V ) � îáëàñòü îáìåæåíà ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì

z = xy i ïëîùèíàìè x+ y = 1 i z = 0 (z ⩾ 0).
13.

∫∫∫
(V )

y cos(z + x) dx dy dz, äå (V ) � îáëàñòü îáìåæåíà öèëiíäðîì y =
√
x

i ïëîùèíàìè y = 0, z = 0 i x+ z =
π

2
.

2.2 Çìiíà ïîðÿäêà iíòåãðóâàííÿ

Ïðèêëàä 1. Çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â iíòåãðàëi∫∫∫
(V )

f(x; y; z) dx dy dz,

äå îáëàñòü (V ) îáìåæåíà ïîâåðõíÿìè x+ y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0.
Ðîçâ'ÿçîê. Îäèí ç ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ ïðåäñòàâëåííÿ iíòåãðàëó ïî öié îáëà-

ñòi ó âèãëÿäi ïîâòîðíîãî ìè áà÷èëè ó Ïðèêëàäi 1 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, àëå
ó âèïàäêó ïîòðiéíîãî iíòåãðàëà òàêèõ âàðiàíòiâ âçàãàëi øiñòü. Êîðèñòóþ÷èñü
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ðèñ. 2.1 çíàõîäèìî: ∫∫∫
(V )

f(x; y; z) dx dy dz =

=

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

1−x−y∫
0

f(x; y; z) dz =

1∫
0

dx

1−x∫
0

dz

1−x−z∫
0

f(x; y; z) dy =

=

1∫
0

dy

1−y∫
0

dx

1−x−y∫
0

f(x; y; z) dz =

1∫
0

dy

1−y∫
0

dz

1−y−z∫
0

f(x; y; z) dx =

=

1∫
0

dz

1−z∫
0

dx

1−x−z∫
0

f(x; y; z) dy =

1∫
0

dz

1−z∫
0

dy

1−y−z∫
0

f(x; y; z) dx.

Â öüîìó âèïàäêó äóæå äîïîìàãà¹ äîñòàòíüî âèñîêà ñèìåòðiÿ îáëàñòi iíòåãðó-
âàííÿ, àëå, ÿê öå ìîæíà áóëî áà÷èòè ó âèïàäêó ïîâiéíèõ iíòåãðàëiâ, ó âèïàäêó
ðiçíîãî ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ðîçäiëÿ¹òüñÿ íå çàâæäè íà
ðiâíó êiëüêiñòü ÷àñòèí. Äëÿ ïîòðiéíèõ iíòåãðàëiâ îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ òðèâè-
ìiðíà, ùî ìîæå çíà÷íî óñêëàäíþâàòè óÿâëåííÿ ÿê ñàìå öÿ îáëàñòü ðîçäiëÿ¹òüñÿ
íà ÷àñòèíè.

Ïðèêëàä 2. Ðiçíèìè ñïîñîáàìè ðîçñòàâèòè ìåæi iíòåãðóâàííÿ â ïîòðiéíîìó
iíòåãðàëi

I =

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

x+y∫
0

f(x; y; z) dz

Ðîçâ'ÿçîê. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî öÿ çàäà÷à âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîïåðåäíüî¨
ëèøå ðîçòàøóâàííÿì îäíi¹¨ ç ïëîùèí, âîíà çíà÷íî ñêëàäíiøà i ïðèâîäèòü äî
íåîáõiäíîñòi ðîçäiëÿòè îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ïðè ðiçíèõ ïîðÿäêàõ iíòåãðóâàííÿ
ïî âiäïîâiäíèì çìiííèì.

I =

1∫
0

dx

x∫
0

dz

1−x∫
0

f(x; y; z) dy +

1∫
0

dx

1∫
x

dz

1−x∫
z−x

f(x; y; z) dy =

=

1∫
0

dy

1−y∫
0

dx

x+y∫
0

f(x; y; z) dz =

=

1∫
0

dy

y∫
0

dz

1−y∫
0

f(x; y; z) dx+

1∫
0

dy

1∫
y

dz

1−y∫
z−y

f(x; y; z) dx =
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=

1∫
0

dz

z∫
0

dx

1−x∫
z−x

f(x; y; z) dy +

1∫
0

dz

1∫
z

dx

1−x∫
0

f(x; y; z) dy =

=

1∫
0

dz

z∫
0

dy

1−y∫
z−y

f(x; y; z) dx+

1∫
0

dz

1∫
z

dy

1−y∫
0

f(x; y; z) dx =

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Ðîçñòàâèòè ìåæi iíòåãðóâàííÿ, ÿêùî iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòè â ïîñëiäîâíî-
ñòi: à) x, y, z; á) y, x, z; â) z, x, y.

1.
∫∫∫
(V )

f(x; y; z) dx dy dz, äå îáëàñòü (V ) îáìåæåíà ïîâåðõíÿìè x2 + y2 = 1,

z = 0, z = 1 (x ⩾ 0, y ⩾ 0).

2.
∫∫∫
(V )

f(x; y; z) dx dy dz, äå îáëàñòü (V ) îáìåæåíà ïîâåðõíåþ
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

3.
∫∫∫
(V )

f(x; y; z) dx dy dz, äå îáëàñòü (V ) îáìåæåíà ïëîùèíàìè
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1,

x = 0, y = 0, z = 0, (a > 0, b > 0, c > 0).

4.
1∫
0

dx
1∫
0

dy
x2+y2∫
0

f(x; y; z) dz.

Ðiçíèìè ñïîñîáàìè ðîçñòàâèòè ìåæi iíòåãðóâàííÿ â íàñòóïíèõ ïîòðiéíèõ
iíòåãðàëàõ:

5.
1∫
0

dx
1−x∫
0

dy
1−x−y∫

0

f(x; y; z) dz.

6.
1∫
0

dx
1∫
0

dy
1−x−y∫

0

f(x; y; z) dz.

7.
1∫

−1

dx

√
1−x2∫

−
√
1−x2

dy
1∫

√
x2+y2

f(x; y; z) dz.

8.
1∫

−1

dx

√
1−x2∫

−
√
1−x2

dy
−
√

x2+y2∫
−1

f(x; y; z) dz.

2.3 Çàìiíà çìiííèõ. Öèëiíäðè÷íi òà ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I =

∫∫∫
(V )

(x2 + y2) dx dy dz,

äå îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ V îáìåæåíà ïîâåðõíÿìè x2 + y2 = 2z, z = 2.
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Ðîçâ'ÿçîê. Â çàäà÷àõ ç òàêîþ ñèìåòði¹þ çðó÷íî ïåðåéòè äî öèëiíäðè÷íèõ
êîîðäèíàò:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z.

0 ⩽ ρ < +∞, 0 ⩽ φ ⩽ 2π, −∞ < z < +∞.

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ρ

∂y
∂ρ

∂z
∂ρ

∂x
∂φ

∂y
∂φ

∂z
∂φ

∂x
∂z

∂y
∂z

∂z
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ = ρ.

Ðèñ. 2.2

Ïàðàáîëî¨ä x2 + y2 = 2z, ïåðåòèíàþ÷è
ïëîùèíó z = 2, âèðiçà¹ ç íå¨ îêðóæíiñòü
x2 + y2 = 4, òîìó ìà¹ìî ìåæi ïî íîâèì çìií-

íèì: 0 ⩽ ϱ ⩽ 2, 0 ⩽ φ ⩽ 2π,
ρ2

2
⩽ z ⩽ 2. Ïiñëÿ

çàìiíè çìiííèõ îäåðæó¹ìî:

I =

2π∫
0

dφ

2∫
0

ρ3 dρ

2∫
ρ2

2

dz =

= 2π

2∫
0

ρ3
(
2− ρ2

2

)
dρ =

16

3
π.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I =

∫∫∫
(V )

x2 dx dy dz,

ÿêùî V � êóëÿ x2 + y2 + z2 ⩽ R2.
Ðîçâ'ÿçîê. Â çàäà÷àõ ç òàêîþ ñèìåòði¹þ çðó÷íî ïåðåéòè äî ñôåðè÷íèõ êî-

îðäèíàò:

x = ρ sin θ cosφ, y = ρ sin θ sinφ, z = ρ cos θ.

0 ⩽ ρ < +∞, 0 ⩽ φ ⩽ 2π, 0 ⩽ θ ⩽ π.

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ρ

∂y
∂ρ

∂z
∂ρ

∂x
∂θ

∂y
∂θ

∂z
∂θ

∂x
∂φ

∂y
∂φ

∂z
∂φ

∣∣∣∣∣∣∣ = ρ2 sin θ.
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Ðèñ. 2.3

Ïåðåõîäèìî äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò:

I =

π∫
0

sin3 θ dθ

2π∫
0

cos2 φdφ

R∫
0

ρ4 dρ =

=
1

2
· R

5

5

π∫
0

sin3 θ dθ

(
φ+

1

2
sin 2φ

)∣∣∣∣2π
0

=

=
πR5

5

π∫
0

sin2 θ sin θ dθ =

[
t = cos θ

dt = − sin θ dθ

]
=

=
πR5

5

1∫
−1

(1− t2) dt =
πR5

5

(
t− t3

3

)∣∣∣∣1
−1

=
πR5

5
· 4
3
=

4

15
πR5.

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I =

∫∫∫
(V )

dx dy dz,

äå îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ V � çàìêíåíà ìíîæèíà ç ìåæåþ
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Â çàäà÷àõ ç òàêîþ ñèìåòði¹þ çðó÷íî ïåðåéòè äî óçàãàëüíåíèõ
ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò:

x = aρ sin θ cosφ, y = bρ sin θ sinφ, z = cρ cos θ.

0 ⩽ ρ < +∞, 0 ⩽ φ ⩽ 2π, 0 ⩽ θ ⩽ π.

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ρ

∂y
∂ρ

∂z
∂ρ

∂x
∂θ

∂y
∂θ

∂z
∂θ

∂x
∂φ

∂y
∂φ

∂z
∂φ

∣∣∣∣∣∣∣ = abc ρ2 sin θ.

Òîäi ìà¹ìî:

I = abc

2π∫
0

dφ

π∫
0

sin θ dθ

1∫
0

ρ2 dρ = abc · 2π · 2 · 1
3
=

4

3
πabc.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Ïåðåéòè äî öèëiíäðè÷íèõ àáî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò i ðîçñòàâèòè ìåæi iíòå-
ãðóâàííÿ â ïîñòðiéíèõ iíòåãðàëàõ.

1. (V ) � îáëàñòü, îáìåæåíà öèëiíäðîì x2 + y2 = R2 i ïëîùèíàìè z = 0,
z = 1, y = x i y = x

√
3.
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2. (V ) � ÷àñòèíà êóëi x2 + y2 + z2 ⩽ R2, ùî ëåæèòü â ïåðøîìó îêòàíòi.
3. (V ) � ÷àñòèíà êóëi x2 + y2 + z2 ⩽ R2, ùî ëåæèòü âñåðåäåíi öèëiíäðà

(x2 + y2)2 = R2 (x2 − y2) (x ⩾ 0).
4. (V ) � çàãàëüíà ÷àñòèíà äâîõ êóëü x2+y2+z2 ⩽ R2 i x2+y2+(z−R)2 ⩽ R2.
Îá÷èñëèòè ïîòðiéíi iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ ïåðåõîäó äî öèëiíðè÷íèõ àáî

ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò.

1.
1∫
0

dx

√
1−x2∫

−
√
1−x2

dy
a∫
0

dz.

2.
2∫
0

dx

√
2x−x2∫
0

dy
a∫
0

z
√

x2 + y2dz.

3.
R∫

−R

dx

√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

dy
R2−x2−y2∫

0

x2 + y2dz.

4.
1∫
0

dx

√
1−x2∫
0

dy
1−x2−y2∫

0

√
x2 + y2 + z2 dz.

5.
∫∫∫
(V )

dx dy dz, äå îáëàñòü (V ) âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíîñòÿìè

z ⩾ 0, r2 ⩽ x2 + y2 + z2 ⩽ R2.

6.
∫∫∫
(V )

dx dy dz√
x2 + y2 + (z − 2)2

, äå îáëàñòü (V ) � êóëÿ x2 + y2 + z2 ⩽ 1.

7.
∫∫∫
(V )

dx dy dz√
x2 + y2 + (z − 2)2

, äå îáëàñòü (V ) � öèëiíäð x2 + y2 ⩽ 1, −1 ⩽ x ⩽ 1.

2.4 Îá÷èñëåííÿ îá'¹ìiâ

Îá'¹ì òiëà (V ):

V =

∫∫∫
(V )

dx dy dz.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, îáìåæåíîãî åëiïñî¨äîì

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Öüîãî ðàçó íà âiäìiíó âiä ðîçâ'ÿçêó â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi îá÷è-
ñëèìî âiäïîâiäíèé ïîòðiéíèé iíòåãðàë â ïðÿìîêóòíèõ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ.
Çðó÷íî ñêîðèñòàòèñü ñèìåòði¹þ åëiïñîiäà âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé i ðîçãëÿ-
äàòè éîãî âîñüìó ÷àñòèíó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ïåðøîìó îêòàíòi. Âiçüìåìî ïîñòiéíi
ìåæi ïî çìiííié x (0 ⩽ x ⩽ a). Ïðî¹êöiÿ åëiïñî¨äà íà ïëîùèíó xOy áóäå åëiïñîì
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x2

a2
+
y2

b2
= 1. Òîäi ìåæi iíòåãðóâàííÿ y çíàõîäèìî ÿê

(
0 ⩽ y ⩽ b

√
1− x2

a2

)
. Áåç-

ïîñåðåäíüî ç ôîðìóëè åëiïñî¨äó çíàõîäèìî ìåæi ïî z

(
0 ⩽ z ⩽ c

√
1− x2

a2 −
y2

b2

)
.

Äàëi ïðîâîäèìî òðîõè ãðîìiçäêi îá÷èñëåííÿ:

V =

∫∫∫
(V )

dx dy dz = 8

a∫
0

dx

b
√

1−x2

a2∫
0

dy

c
√
1−x2

a2
−y2

b2∫
0

dz =

= 8c

a∫
0

dx

b
√
1−x2

a2∫
0

√
1− x2

a2
− y2

b2
dy =

 y =
√

1− x2

a2 b sin t

dy =
√

1− x2

a2 b cos t dt

 =

= 8c

a∫
0

dx

π
2∫

0

√
1− x2

a2
−
(
1− x2

a2

)
b2

b2
sin2 t ·

√
1− x2

a2
b cos t dt =

= 8bc

a∫
0

dx

π
2∫

0

√
1− x2

a2

√
1− sin2 t

√
1− x2

a2
cos t dt =

= 8bc

a∫
0

dx

π
2∫

0

(
1− x2

a2

)
cos2 t dt = 8bc

a∫
0

(
1− x2

a2

)
dx

π
2∫

0

1 + cos 2t

2
dt =

= 8bc

(
x− x3

3a2

)∣∣∣∣a
0

·
(
t

2
+

1

4
sin 2t

)∣∣∣∣π2
0

= 8bc

(
a− a3

3a2

)
· π
4
=

= 2πbc
(
a− a

3

)
= 2πbc · 2

3
a =

4

3
πabc.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, ùî îáìåæåíå ïîâåðõíÿìè hz = x2 + y2,
z = h (ðèñ. 2.4).

Ðèñ. 2.4

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíå òiëî îáìåæåíå çíèçó ïàðà-
áîëî¨äîì

z =
x2 + y2

h
,

çâåðõó ïëîùèíîþ z = h i ïðî¹êòó¹òüñÿ â êî-
ëî x2 + y2 ⩽ h2 â ïëîùèíi xOy. Ïåðåõîäèìî
äî öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò, âðàõîâóþ÷è, ùî
ðiâíÿííÿ ïàðàáîëî¨äà òåïåð áóäå ìàòè âèãëÿä

z =
ρ2

h
.
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Îá'¹ì òiëà äîðiâíþ¹

V =

∫∫∫
(V )

dx dy dz =

∫∫∫
(V )

ρ dρ dφ dz =

2π∫
0

dφ

h∫
0

ρ dρ

h∫
ρ2

h

=

= 2π

h∫
0

ρ dρ · z

∣∣∣∣∣∣
h

ρ2

h

= 2π

h∫
0

ρ dρ

(
h− ρ2

h

)
= 2π

h∫
0

(
hρ− ρ3

h

)
dρ =

= 2π

(
hρ2

2
− ρ4

4h

)∣∣∣∣h
0

= 2π

(
h3

2
− h3

4

)
=

πh3

2
.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ïîòðiéíîãî iíòåãðàëà îá'¹ìè òië, ùî îáìåæåíi âêà-
çàíèìè ïîâåðõíÿìè:

1. x2 + y2 + 4z2 = 1.
2. z = x2 + y2, z = 2x2 + 2y2, y = x, y = x2.
3. az = x2 + y2, z =

√
x2 + y2 (a > 0).

4. x+ y + z = a, x+ y + z = 2a, x+ y = z, x+ y = 2z.
5. y2 = 4a2 − 3ax, y2 = ax, z = ±h.

6.
y2

b2
+

z2

c2
= 2 · x

a
, x = a.

7. Öèëiíäðàìè z = 4− y2 i z = y2 + 2 i ïëîùèíàìè x = −1 i x = 2.
8. Ïàðàáîëî¨äàìè z = x2 + y2 i z = x2 + 2y2 i ïëîùèíàìè y = x, y = 2x i

x = 1.
9. Ïàðàáîëî¨äàìè z = x2+ y2 i z = 2x2+2y2, öèëiíäðîì y = x2 i ïëîùèíîþ

y = x.
10. Öèëiíäðàìè z = ln(x+ 2) i z = ln(6− x) i ïëîùèíàìè x = 0, x+ y = 2

i x− y = 2.

2.5 Ïðèêëàäåííÿ ïîòðiéíèõ iíòåãðàëiâ

ßêùî ìà¹ìî äåÿêå òiëî ç îá'¹ìíîþ ãóñòèíîþ ρ(x, y, z), ÿêà ¹ áåçïåðåðâíîþ
ôóíêöi¹þ, òî ïîòðiéíèé iíòåãðàë∫∫∫

V

ρ(x, y, z) dx dy dz,

ùî âçÿòèé ïî âñüîìó îá'¹ìó, ùî ïðèïàäà¹ íà öå òiëî, ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ìàñó
äàíîãî òiëà.
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Êîîðäèíàòè öåíòðó ìàñ äåÿêîãî òiëà, ùî ìà¹ îá'¹ìíó ãóñòèíó ρ(x, y, z), âè-
ðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè:

xc =

∫∫∫
V

xρ(x, y, z)dx dy dz∫∫∫
V

ρ(x, y, z)dx dy dz
;

yc =

∫∫∫
V

yρ(x, y, z)dx dy dz∫∫∫
V

ρ(x, y, z)dx dy dz
;

zc =

∫∫∫
V

zρ(x, y, z)dx dy dz∫∫∫
V

ρ(x, y, z)dx dy dz
.

ßêùî òiëî îäíîðiäíå, òîáòî ρ(x, y, z) = const, òî öi âèðàçè ïðèéìàþòü áiëüø
ïðîñòèé âèãëÿä:

xc =

∫∫∫
V

x dv∫∫∫
V

dv
; yc =

∫∫∫
V

y dv∫∫∫
V

dv
; zc =

∫∫∫
V

z dv∫∫∫
V

dv
.

Äëÿ ìîìåíòiâ iíåðöi¨ âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé òiëà ç îá'¹ìíîþ ãóñòèíîþ
ρ(x, y, z) ìà¹ìî:

Iz =

∫∫∫
V

(x2 + y2)ρ(x, y, z)dx dy dz,

Iy =

∫∫∫
V

(x2 + z2)ρ(x, y, z)dx dy dz,

Ix =

∫∫∫
V

(y2 + z2)ρ(x, y, z)dx dy dz.

Ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

I0 =

∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2)ρ(x, y, z)dx dy dz.

Äëÿ ìîìåíòiâ iíåðöi¨ âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí òiëà ç îá'¹ìíîþ ãóñòè-
íîþ ρ(x, y, z) ìà¹ìî:

Ixy =

∫∫∫
V

z2ρ(x, y, z)dx dy dz,



44

Iyz =

∫∫∫
V

x2ρ(x, y, z)dx dy dz,

Izx =

∫∫∫
V

y2ρ(x, y, z)dx dy dz.

Ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî äåÿêî¨ ïðÿìî¨ ìà¹ âèãëÿä

Il =

∫∫∫
V

r2ρ(x, y, z)dx dy dz,

äå r � âiäñòàíü âiä çìiííî¨ òî÷êè òiëà (x, y, z) äî ïðÿìî¨ l. Ìà¹ìî òàêîæ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ:

Ix = Ixy + Ixz, Iy = Iyx + Iyz, Iz = Izx + Izy

i
I0 = Ixy + Iyz + Izx.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ìàñó ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäó 0 ⩽ x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽ b,
0 ⩽ z ⩽ c, ÿêùî ãóñòèíà â òî÷öi (x; y; z) ïðîïîðöiéíà ñóìi êîîðäèíàò öi¹¨ òî÷êè.

Ðîçâ'ÿçîê. Â äàíîìó âèïàäêó ρ(x; y; z) = k(x+ y + z). Îòæå, îäåðæèìî:

m = k

a∫
0

dx

b∫
0

dy

c∫
0

(x+ y + z) dz = k

a∫
0

dx

b∫
0

(
(x+ y) z +

z2

2

)∣∣∣∣c
0

=

= k

a∫
0

dx

b∫
0

[
(x+ y) c+

c2

2

]
dy = k

a∫
0

dx

b∫
0

[(
xc+

c2

2

)
+ cy

]
dy =

= k

a∫
0

dx

([
xc+

c2

2

]
y +

c

2
y

)∣∣∣∣b
0

= k

a∫
0

[(
xc+

c2

2

)
b+

cb2

2

]
dx =

= k

a∫
0

(
xcb+

c2b

2
+

cb2

2

)
dx = k

(
x2

2
cb+

[
c2b

2
+

cb2

2

])∣∣∣∣a
0

=

= k

[
a2bc

2
+

ab2c

2
+

abc2

2

]
=

k

2
abc (a+ b+ c).

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè öåíòð òÿæiííÿ îäíîðîäíîãî òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõ-
íÿìè x+ y + z = a, x = 0, y = 0, z = 0.
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Ðèñ. 2.5

Ðîçâ'ÿçîê. Òàê ÿê òiëî îäíîðiäíå, òî ó âè-
ðàçàõ äëÿ êîîðäèíàò öåíòðà òÿæiííÿ çíèêà¹
ãóñòèíà:

xC =
mx

m
=

∫∫∫
(V )

x dV∫∫∫
(V )

dV
,

yC =
my

m
=

∫∫∫
(V )

y dV∫∫∫
(V )

dV
,

zC =
mz

m
=

∫∫∫
(V )

z dV∫∫∫
(V )

dV
.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âiäïîâiäíi âåëè÷èíè:

m =

a∫
0

dx

a−x∫
0

dy

a−x−y∫
0

dz =

a∫
0

dx

a−x∫
0

(a−x−y) dy =

a∫
0

dx

(
(a− x) y − y2

2

)∣∣∣∣a−x

0

=

=

a∫
0

[
(a− x)(a− x)− (a− x)2

2

]
dx =

1

2

a∫
0

(a− x)2 dx =
a3

6
,

mx =

a∫
0

x dx

a−x∫
0

dy

a−x−y∫
0

dz =

a∫
0

x dx

a−x∫
0

(a− x− y) dy =

=

a∫
0

x dx

(
(a− x) y − y2

2

)∣∣∣∣a−x

0

=
1

2

a∫
0

x (a− x)2 dx =
a4

24
,

my =

a∫
0

dx

a−x∫
0

y dy

a−x−y∫
0

dz =

a∫
0

dx

a−x∫
0

y (a− x− y) dy =

=

a∫
0

dx

a−x∫
0

[
(a− x) y − y2

]
dy =

a∫
0

dx

(
(a− x)

y2

2
− y3

3

)∣∣∣∣a−x

0

=

=

a∫
0

dx

[
(a− x)3

2
− (a− x)3

3

]
=

1

6

a∫
0

(a− x)3 dx =
a4

24
,
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mz =

a∫
0

dx

a−x∫
0

dy

a−x−y∫
0

z dz =

a∫
0

dx

a−x∫
0

dy
z2

2

∣∣∣∣a−x−y

0

=

=
1

2

a∫
0

dx

a−x∫
0

(a− x− y)2 dy =
1

2

a∫
0

dx

a−x∫
0

[(a− x)2 − 2 (a− x) y + y2] dy =

=
1

2

a∫
0

(
(a− x)2 y − 2 (a− x)

y2

2
+

y3

3

)∣∣∣∣a−x

0

dx =
1

2

a∫
0

(a− x)3

3
dx =

=
1

6

a∫
0

(a− x)3 dx =
a4

24
.

Äëÿ êîîðäèíàò öåíòðà òÿæiííÿ ìà¹ìî:

xC =
mx

m
=

a4/24

a3/6
=

a

4
,

yC =
my

m
=

a4/24

a3/6
=

a

4
,

zC =
mz

m
=

a4/24

a3/6
=

a

4
.

Çàâäàííÿ òà âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòà

Ìàñà

1. Iç îêòàíòó êóëi x2 + y2 + z2 ⩽ r2 (x ⩾ 0, y ⩾ 0, z ⩾ 0) âèðiçàíî òiëî,

îáìåæåíå êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè i ïëîùèíîþ
x

a
+

y

b
= 1 (a ⩽ c, b ⩽ c).

Çíàéòè ìàñó öüîãî òiëà, ÿêùî ãóñòèíà éîãî â êîæíié òî÷öi (x; y; z) ïðîïîðöiéíà
àïëiêàòi öi¹¨ òî÷êè.

2. Âèçíà÷èòè ìàñó ïiðàìiäè, ùî óòâîðåíà ïëîùèíàìè x+ y + z = a, x = 0,
y = 0, z = 0, ÿêùî ãóñòèíà â êîæíié ¨¨ òî÷öi ïðîïîðöiéíà àïëiêàòi öi¹¨ òî÷êè.

3. Âèçíà÷èòè ìàñó òiëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè z = h i x2 + y2 − z2 = 0,
ÿêùî ãóñòèíà â êîæíié òî÷öiïðîïîðöiéíà àïëiêàòi öi¹¨ òî÷êè.

4. Îá÷èñëèòè ìàñó òiëà, îáìåæåíîãî ïðÿìèì êðóãëèì öèëiíäðîì ðàäióñà R,
âèñîòè H, ÿêùî éîãî ãóñòèíà â áóäü-ÿêié òî÷öi ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó âiäñòàíi
öi¹¨ òî÷êè âiä öåíòðó îñíîâè öèëiíäðà.

5. Âèçíà÷èòè ìàñó ñôåðè÷íîãî øàðó ìiæ ïîâåðõíÿìè x2 + y2 + z2 = a2 i
x2 + y2 + z2 = 4a2, ÿêùî ãóñòèíà â êîæíié éîãî òî÷öi çâîðîòíüî ïðîïîðöiéíà
âiäñòàíi òî÷êè âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ñòàòè÷íi ìîìåíòè

Çíàéòè ñòàòè÷íi ìîìåíòè îäíîðiäíèõ òië.
1. Ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäó ç ðåáðàìè a, b i c âiäíîñíî éîãî ãðàíåé.
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2. Ïðÿìîãî êðóãëîãî êîíóñà (ðàäióñ îñíîâè R, âèñîòà H) âiäíîñíî ïëîùèíè,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó ïàðàëåëüíî îñíîâi.

3. Òiëà, îáìåæåíîãî åëiïñî¨äîì
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 i ïëîùèíîþ xOy, âiäíîñíî

öi¹¨ ïëîùèíè.
Öåíòð òÿæiííÿ

Çíàéòè öåíòðè ìàñ îäíîðiäíèõ òië, îáìåæåíèõ äàíèìè ïîâåðõíÿìè.
1. Ïëîùèíàìè x = 0, y = 0, z = 0, x = 2, y = 4 i x+ y + z = 8.

2. Åëiïñî¨äîì
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 i êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè (à ñàìå òiëî,

ùî ðîçòàøîâàíî â ïåðøîìó îêòàíòi).

3. Öèëiíäðîì z =
y2

2
i ïëîùèíàìè x = 0, y = 0, z = 0 i 2x+ 3y − 12 = 0.

4. Öèëiíäðàìè y =
√
x, y = 2

√
x i ïëîùèíàìè z = 0 i x+ z = 6.

5. Ïàðàáîëî¨äîì z =
x2 + y2

2a
i ñôåðîþ x2 + y2 + z2 = 3a2 (a ⩾ 0).

6. Ñôåðîþ x2+y2+z2 = R2 i êîíóñîì z tgα =
√

x2 + y2 (êóëüîâèé ñåêòîð).
7. (x2 + y2 + z2)2 = a3z.
Ìîìåíòè iíåðöi¨

Çíàéòè ìîìåíòè iíåðöi¨ îäíîðiäíèõ òië ç ìàñîþ, ðiâíîþ M .
1. Ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäó ç ðåáðàìè a, b i c âiäíîñíî êîæíîãî ç ðåáåð

i âiäíîñíî öåíòðó ìàñ.
2. Êóëi ðàäióñà R âiäíîñíî äîòè÷íî¨.

3. Åëiïñî¨äà
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 âiäíîñíî êîæíî¨ iç òðüîõ éîãî îñåé.

4. Ïðÿìîãî êðóãëîãî öèëiíäðà (ðàäióñ îñíîâè R, âèñîòà H) âiäíîñíî äiàìå-
òðà îñíîâè i âiäíîñíî äiàìåòðà éîãî ñåðåäíüîãî ïåðåðiçó.
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