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ВСТУП 
Методичні рекомендації створено відповідно до програми курсу «Вища 

математика» для здобувачів першого (бакалаврського) рівня вищої освіти за 
спеціальністю А5 Професійна освіта (Аграрне виробництво, переробка 
сільськогосподарської продукції та харчові технології) галузі знань А Освіта. 

У методичних рекомендаціях для кожної окремої теми наводяться стисло 
необхідні теоретичні відомості, розглядаються приклади розв’язування завдань 
з короткими поясненнями, приводяться завдання для самостійного виконання. 
Розглядаються також окремі питання, які винесені на обов’язкове самостійне 
вивчення. Матеріал викладено таким чином, щоб максимально допомогти 
здобувачам вищої освіти оволодіти знаннями та набути основні навички 
розв’язування завдань з дисципліни «Вища математика». 

Методичні рекомендації можуть бути корисними при підготовці до занять 
та під час самостійної роботи здобувачів вищої освіти, особливо при 
дистанційній формі навчання. 
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Модуль 1 «ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ» 
МАТРИЦІ. ДІЇ НАД МАТРИЦЯМИ 

1. Основні поняття та теореми 
Прямокутна таблиця чисел, складена з  рядків і  стовпців, називається 

матрицею розмірності . Позначають матриці великими латинськими 
літерами А, В, С… 

Наприклад: 

















987

654

321

33A ; 






 
 701

324
32В ; 


















73

02

14

23С ; 











 09

75
22D  – матриці. Але 








459

82
 не є матрицею. 

Матриця в загальному випадку має вигляд 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Числа ija  ( mi ,...,2,1 , nj ,...,2,1 ) є елементами матриці, перший індекс 

вказує номер рядка, а другий індекс – номер стовпця, в яких знаходиться 
елемент матриці. 

Наприклад: для матриці 

















71

02

23

А  елементами є 311 a , 212 a , 

221 a , 022 a , 131 a , 732 a . 
Якщо матриця має однакову кількість рядків та стовпців  nm  , то вона 

називається квадратною (порядку n). 
Діагональ квадратної матриці nnaaaa ,,,, 332211   називається головною. 
Якщо в квадратній матриці всі елементи, що стоять поза головною 

діагоналлю, дорівнюють нулю, то матриця називається діагональною. 
Діагональна матриця називається одиничною, якщо всі елементи її 

головної діагоналі рівні одиниці. Одинична матриця позначається Е. 
Матриця, яка має один рядок, називається матрицею-рядком. 
Матриця, яка має один стовпець, називається матрицею-стовпцем. 
Транспонування матриці. Якщо в матриці А, що має розмірність nm , 

поміняти місцями рядки із стовпцями, не змінюючи їх нумерації, то дістанемо 
транспоновану матрицю TA  розмірності mn . 

Наприклад: для 



























876

9112

403

223

А  маємо 





















8942

7102

61233
ТА . 

m n
nm
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Розглянемо дії над матрицями. 
Множення матриці на число. Добутком матриці А на число  називається 

матриця AB  , елементи якої визначаються як ijij ab  . 

Наприклад: 


































355

010

2015

71

02

43

5 , 


































71

02

43

213

06

129

3

1
. 

Властивості операції множення матриці на число:  AA ;    AA  . 
Додавання матриць. Сумою двох матриць  ijaA   та  ijbB   однакових 

розмірностей називається матриця  ijsS   такої ж розмірності з елементами, 

що дорівнюють сумам відповідних елементів матриць A  та B : ijijij bas  . 

Наприклад: 






























 135

820

132

541

067

321
. 

Властивості операції додавання матриць: ABBA  ; 
   CBACBA  . 

Віднімання матриць. Різницею матриць  ijaA   та  ijbB   однакових 

розмірностей називається матриця  ijdD   такої ж розмірності з елементами, 

що дорівнюють різницям відповідних елементів матриць A  та B : ijijij bad  . 

Наприклад: 





























 199

262

132

541

067

321
. 

Властивості операцій матриць:   BABA  ;   AAA  . 
Множення матриць. Матрицю А можна помножити на матрицю В, якщо 

кількість стовпців матриці А дорівнює кількості рядків матриці В; добутком 
матриць nmA   та knB   є матриця M розмірності km  (кількість рядків першої 
матриці на кількість стовпчиків другої матриці), тобто       kmknnm   . 

Елемент матриці-добутку, що розташований в i-ому рядку та j-ому стовпці, 
є сумою добутків відповідних елементів i-ого рядка першої матриці та j-ого 
стовпця другої матриці, тобто kjikjijiij bababam  ...2211 . 

Наприклад: 
22

23
32

2833

252

71

02

43

067

321










































, оскільки маємо 

 
  











700647102637

730241132231
. 

Властивості операції множення матриць: 1) AAEEA  ; 
2)      BABABA  ; 3)    СBAСBA  ; 4)   CABACBA  ; 
5) в загальному випадку операція множення матриць некомутативна, тобто 

ABBA   (обидва добутки мають зміст, якщо матриці А, В є квадратними). 

Справедлива формула  TTT BAAB  . 
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2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть матрицю BAC  3 , де 
















213

132

121

A , 
















223

132

311

B . 

Розв’язання: 

















639

396

363

3 A ; 



















































8512

4128

674

223

132

311

639

396

363

C . 

Відповідь: 
















8512

4128

674

C . 

2. Знайдіть матрицю BAD  2 , де 

















123

041

142

A , 














 


120

021

212

B . 

Розв’язання: 















 


240

042

424

2 B , 




































 



















123

081

562

240

042

424

123

041

142

D . 

Відповідь: 






















123

081

562

D . 

3. Знайдіть матрицю ВАС  , де 










1302

2014
A , 

























302

012

403

223

B . 

Розв’язання: 

323442   СBA , 







































 232221

131211

302

012

403

223

1302

2014

ccc

ccc
, 

  112220313411 c , 

80210012412 c , 

  260483200412413 c , 

  226062123303221 c , 

103040113002222 c , 

  730043103402223 c . 
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Відповідь: 










712

2811
С . 

4. Знайдіть матрицю ВАС  , де 

















031

212

504

A , 



















3

2

2

B . 

Розв’язання: 

131333   СBA , 

   
   
    






























































































4

4

7

302321

322122

352024

3

2

2

031

212

504

31

21

11

c

c

c

. 

Відповідь: 





















4

4

7

C . 

5. Знайдіть матриці ВАС   та ABD  , де 










73

21
А , 











86

54
B . 

Розв’язання: 
 
  




















































7130

1116

87536743

82516241

86

54

73

21

2221

1211

cc

cc
C . 

 
      






















































4430

4311

78263816

75243514

73

21

86

54

2221

1211

dd

dd
D . 

Відповідь: 











7130

1116
C , 













4430

4311
D . В загальному випадку 

матриця-добуток залежить від порядку матриць-множників. 

6. Знайдіть матриці ЕАС  , AЕD  , де а) 










31

128
A ; б) 











25

48
A . 

Розв’язання: 

а) 

























 31

128

10

01

31

128
,   




























31

128

31

128

10

01
. 

б) 

























 25

48

10

01

25

48
,  




























25

48

25

48

10

01
. 

Відповідь: а) 










31

128
DC ; б) 











25

48
DC . 

7. Дано матриці 






















221

031

412

A , 



















102

241

031

B . Знайдіть BAC   та 

TT ABD  . Порівняйте отримані матриці. 



 9 

Розв’язання: 

333333   CBA , 


























































333231

232221

131211

102

241

031

221

031

412

ccc

ccc

ccc

BAC . 

        1181224111211 c , 
    204604413212 c , 
    642014210213 c , 

      403120131121 c , 
  9012300433122 c , 
  606010230123 c , 

      342122121131 c , 
  1108302423132 c , 
  224012220133 c . 















 


120

043

211
TB , 




















204

231

112
TA . 

333333 xx
T

x
T DAB  , 


































 


204

231

112

120

043

211
TT AB . 

        1181242112111 d , 
      403102311112 d , 
      342122211113 d , 

    204640142321 d , 
  9012300341322 d , 

  1108320241323 d , 
    642041122031 d , 
  606001321032 d , 

  224021221033 d . 

Відповідь: 



















2113

694

6211

C , 



















266

1192

3411

D , DCТ  . 

3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть матрицю CBAD 23  , де 












1

23
A , 







 


42
B  та 














4

93
C . 
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2. Знайдіть матрицю ВАС  , де 






















372

12

241

A , 


















2

1

7

B . 

3. Знайдіть матриці ВАС   та ABD  , де 










7

31
A , 











6

54
B . 

4. Знайдіть матриці ВАС  , ТТ ABD  , де 






















19

48

3

A , 













31

522
B . Знайдіть матриці ABС  , ТТ BAD  . 

 
ВИЗНАЧНИКИ, МІНОРИ, ОБЕРНЕНА МАТРИЦЯ 

1. Основні поняття та теореми 

Визначник матриці другого порядку позначається 
2221

1211

aa

aa
 і дорівнює 

21122211 aaaa  . Схема знаходження 21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
 . 

Визначник матриці третього порядку позначається 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 і рівний 

332112322311312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa  . 

Схеми знаходження 

                          

3231

2221

1211

333231

232221

131211

  

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

 або 
































333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

. 

Для кожної квадратної матриці існує визначник. 
Визначник ще називається детермінантом і позначається або  , або det. 
Якщо визначник матриці дорівнює нулю, то матриця є особливою 

(виродженою). 
Найважливіші властивості визначників: 
1) Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) матриці рівні нулю, то 

визначник цієї матриці дорівнює нулю. 
2) Якщо елементи двох рядків (стовпців) матриці однакові, то визначник цієї 

матриці рівний нулю. 
3) Якщо елементи двох рядків (стовпців) матриці пропорційні, то 

визначник цієї матриці дорівнює нулю. 
4) Величина визначника не змінюється при транспонуванні матриці. 
5) Якщо у визначнику поміняти місцями будь-які два рядки (стовпці), то 

визначник змінить знак на протилежний (властивість антисиметрії). 
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6) Якщо помножити всі елементи деякого рядка (стовпця) матриці на будь-
яке число λ, то значення визначника цієї матриці також помножиться на число λ 
(властивість однорідності). 

Наслідок: якщо елементи деякого рядка (стовпця) визначника мають 
спільний множник, то його можна винести за знак визначника. 

7) Величина визначника не зміниться, якщо до елементів одного рядка 
(стовпця) додати відповідні елементи іншого рядка (стовпця), помножені на 
деяке число (властивість лінійності). 

8) Якщо елементи деякого рядка (стовпця) визначника є лінійними 
комбінаціями відповідних елементів інших рядів (стовпців), то цей визначник 
рівний нулю. 

Мінором ijM  елемента ija  матриці порядку n  є визначник порядку  1n  

матриці без i -ого рядка та j -ого стовпця. 

Алгебраїчним доповненням ijA  елемента ija  матриці є мінор цього елемента, 

помножений на   ji1 , тобто . Якщо сума індексів елемента є 

числом парним, то ijij MA  ; якщо сума індексів елемента є числом непарним, то 

ijij MA  . 

Визначник квадратної матриці дорівнює сумі добутків усіх елементів будь-
якого рядка (стовпця) на їхні відповідні алгебраїчні доповнення, тобто 

, . 

Отже, визначник n-ого порядку виражається через n  визначників  1n -
ого порядку. 

Доцільно розкладати визначник за елементами такого рядка (стовпця), що 
має більше нульових елементів. Нульові елементи у визначнику можна 
отримати штучно, застосувавши властивості визначників. Якщо у деякому 
рядку (стовпці) визначника всі елементи, крім одного, рівні нулю, то, 
розклавши цей визначник за елементами такого рядка (стовпця), отримаємо 
лише добуток ненульового елемента на його алгебраїчне доповнення. 

Матриця 1A  називається оберненою до квадратної матриці A, якщо 

виконується умова EAAAA   11 . Формула оберненої матриці 

TA
A

A
~11  , де 


















332313

322212

312111
~

ААА

ААА

ААА

АТ  – транспонована матриця з алгебраїчних 

доповнень усіх елементів матриці A. 
Алгоритм знаходження оберненої матриці до матриці A: 

1) знайти визначник матриці ; 
2) визначити алгебраїчні доповнення до всіх елементів матриці ; 
3) скласти матрицю з алгебраїчних доповнень  і транспонувати її. 

4) записати обернену матрицю як . 

  ij

ji

ij MA  1

ininiiii AaAaAaA  ...det 2211 njnjjjjj AaAaAaA  ...det 2211

А
А

А
~

ТА
А

А
~11 
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2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть визначник другого порядку 
63

51
. 

Розв’язання: 211563561
63

51



. 

Відповідь: 21 . 

2. Знайдіть визначник третього порядку 

243

112

475





. 

Розв’язання:         




314424317215

43

12

75

    

243

112

475

    3282012322110227415  . 
Відповідь: 3 . 

3. Знайдіть визначник третього порядку 

243

112

475





, спочатку перетворивши 

на 0 елементи, що розташовані нижче головної діагоналі. 
Розв’язання: 

3

100

230

471

360

230

471

230

360

471

241

111

471

243

112

475

2

                



































IIIIIIIII

III

IIII

. 

Відповідь: 3 . 

4. Знайдіть мінори та алгебраїчні доповнення елементів матриці 










43

21
. 

Розв’язання: 
411 M ,   41 1111

11
11   MMА ; 312 M ,   31 1212

21
12   MMА ; 

221 M ,   21 2121
12

21   MMА ; 122 M ,   11 2222
22

22   MMА . 

5. Знайдіть мінори, алгебраїчні доповнення всіх елементів матриці 
















816

357

492
. 

Розв’язання: 

37340
81

35
11 M ,    371 1111

11
11   MMA ; 

381856
86

37
12 M ,    381 1212

21
12   MMA ; 
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23307
16

57
13 M ,    231 1313

31
13   MMA ; 

68472
81

49
21 M ,    681 2121

12
21   MMA ; 

82416
86

42
22 M ,    81 2222

22
22   MMA ; 

52542
16

92
23 M ,    521 2323

32
23   MMA ; 

72027
35

49
31 M ,    71 3131

13
31   MMA ; 

22286
37

42
32 M ,    221 3232

23
32   MMA ; 

536310
57

92
33 M ,    531 3333

33
33   MMA . 

6. Знайдіть алгебраїчні доповнення 31A  та 43A  відповідних елементів матриці 
























3111

5312

3405

4321

. 

Розв’язання: 











11

40

32

  

311

340

432

31M 4306160924  ; 433131  MA . 





12

05

21

  

512

305

421

43M 79503020120  ; 794343  MA . 

Відповідь: 4331 A ; 7943 A . 

7. Знайдіть визначник 

512

305

421


 за елементами другого стовпця. 

Розв’язання: 
Маємо 

 32321212323222

0

221212 AaAaAaAaAa 


. Оскільки алгебраїчні 

доповнення   31625
52

35
1212 


 MA ,   17203

35

41
3232  MA , 

то отримаємо 791762171312  . 
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Відповідь: 79 . 

8. Знайдіть визначник 

720

290

4131




. 

Розв’язання: 
В першому стовпці всі елементи, крім одного, є нулями, тому розкладемо 

цей визначник за елементами цього стовпця 
  111131

0

3121

0

211111 AaAaAaAa 


. 

Так як   67463
72

29
1 1111

11
11 


  MMA , то   67671  . 

Відповідь: 67 . 

9. Знайдіть визначник . 

Розв’язання: 

Віднімемо від другого рядка перший 

1190

1220

3181

 

1190

241

3181







ІІІ . Тоді 

визначник   411922
119

122
11 1111

11
1111 


  MMAa . 

Відповідь: 41 . 

10. Знайдіть визначник . 

Розв’язання: 

Віднімемо від другого рядка двічі третій: 

124

001

311

124

249

311

 2





 IIIІІ . 

Тоді визначник     761
12

31
11 2121

12
2121 


  MMAa . 

Відповідь: 7 . 

11. Знайдіть визначник четвертого порядку 

1132

2113

1321

3211





. 

Розв’язання: 

1190

241

3181 

124

249

311 
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Виконаємо перетворення, щоб у першому стовпі були всі нулі, крім : 

 
751

1174

411

11

7510

11740

4110

3211

1132

2113

1321

3211

11
11

2

3














 






M

IIV

IIII

III
. 

Знову виконаємо перетворення, щоб у першому стовпі були всі нулі, крім 

:   1531629
36

273
11

360

2730

411

751

1174

411

11
11

4 

















 M

IIII

III . 

Відповідь: 153 . 

12. Знайдіть визначник четвертого порядку 

1162

2143

1341

3211





. 

Розв’язання: 
Виконаємо перетворення, щоб у першому рядку були всі нулі, крім : 

 
758

1177

415

11

7582

11773

4151

0001

1162

2143

1341

3211

11
11

1111

32















 



MAa

IIVІІІІІІІ

. 

Знову виконаємо перетворення, щоб у першому рядку були всі нулі, крім 

21a :   















2733

3942
11

27533

39742

010

758

1177

415

12
21

1212

45

MAa

IIIIIIII

 

  15312871134  . 
Відповідь: 153 . 

13. Знайдіть матрицю обернену до матриці 









143

29
A . 

Розв’язання: 

1) Визначник матриці 12032149
143

29
A ; 

2) знайдемо алгебраїчні доповнення 141111  MA , 31212  MA , 

22121  MA , 92222  MA ; 

3) 












92

314~
А , тоді 













93

214~TА ; 

11а

11а

11а
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4) обернена матриця 












93

214

120

11А . 

Перевірка EАА 







































10

01

1200

0120

120

1

143

29

93

214

120

11 . 

  12061263291411 с ,    0282814221412 с , 

02727399321 с ,  12012661492322 с . 


























































 

10

01

1200

0120

120

1

93

214

143

29

120

1

93

214

120

1

143

291АА . 

  12061263214911 d ,    01818922912 d , 

  0424231414321 d ,    12012669142322 d . 

Відповідь: 












93

214

120

11А . 

14. Знайдіть матрицю обернену до матриці 






















638

344

112

А . 

Розв’язання: 

1)   







 



3232
23

3232

2

515  

050

394

112

638

344

112

MMАаА

IIIII

 

  10465
34

12
5 


 . 

2) Знайдемо алгебраїчні доповнення до всіх елементів: 

15924
63

34
1111 




 MА ,   02424
68

34
1212  MА , 

203212
38

44
1313 




 MА ,    336
63

11
2121 




 MА , 

4812
68

12
2222 


 MА ,   286

38

12
2323 




 MА , 

143
34

11
3131 




 MА ,    246
34

12
3232 


 MА , 

448
44

12
3333 




 MА ; 

3) 






















421

243

20015
~
А , 





















4220

240

1315
~ТА . 
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4) 




















4220

240

1315

10

11А . 

Виконаємо перевірку: 








































 

4220

240

1315

10

1

638

344

112
1АА  













































































100

010

001

1000

0100

0010

10

1

4220

240

1315

638

344

112

10

1
. 

    102010115211 с ,        021413212 с , 
    041211213 с ,      02030415421 с , 
      1023443422 с ,     043241423 с , 
    02060315831 с ,        026433832 с , 
    1046231833 с . 












































































100

010

001

1000

0100

0010

10

1

638

344

112

4220

240

1315

10

11 АА . 

      10814321511 d ,         0314311512 d , 
      0613311513 d ,     082442021 d , 
      1032441022 d ,     062341023 d , 

  0844222031 d ,      0344212032 d , 
  10643212033 d . 

Відповідь: 




















4220

240

1315

10

11А . 

3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть визначник другого порядку 





105

63
. 

2. Знайдіть визначник третього порядку 






243

312

421

. 

3. Знайдіть визначник третього порядку 

110

241

321




. 

4. Знайдіть матрицю обернену до матриці 






 


712

108
А . 
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5. Знайдіть матрицю обернену до матриці 






















72

22

3110

А . 

 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 

1. Основні поняття та теореми 

Розв’язком системи 












3333231

2232221

1131211

,

,

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 є 



















































3

2

1
1

333231

232221

131211

b

b

b

aaa

aaa

aaa

z

y

x

. 

Тобто матриця-стовпець з невідомих знаходиться як добуток оберненої матриці 
до матриці A  з коефіцієнтів ija  при невідомих і матриці-стовпця з вільних 

елементів. Це матричний метод розв’язування системи лінійних рівнянь (метод 
оберненої матриці). Метод застосовний, якщо існує 1A . 

Розв’язання квадратної системи можна подати безпосередньо через 
визначники. Для системи з трьох лінійних алгебраїчних рівнянь маємо формули 
Крамера для знаходження невідомих 




 1x , 



 2y , 



 3z , 

де   – визначник матриці A  з коефіцієнтів ija  при невідомих, j  – визначник 

матриці A  із заміненим j-им стовпцем на стовпець B  вільних елементів. 
Якщо визначник , а хоча б один визначник j  не дорівнює нулю, то 

система лінійних рівнянь розв’язків не має (несумісна). 
Якщо , а також 0321  , то система має нескінчену множину 

розв’язків (невизначена). 
Якщо 0 , то система лінійних рівнянь має єдиний розв’язок (сумісна 

визначена). 
Система називається однорідною, якщо всі її вільні елементи дорівнюють 

нулю. Однорідні системи завжди сумісні – бо мають нульовий розв’язок. Якщо 
визначник , то нульовий розв’язок єдиний (система визначена). Якщо 
визначник , то однорідна система рівнянь має ще й ненульові розв’язки 
(система невизначена). 

Метод Гаусса (метод послідовного виключення невідомих) полягає у 
зведенні системи лінійних рівнянь до східчастого (верхньотрикутного) вигляду. 

Зводити до східчастого вигляду зручніше розширену матрицю 

















3

2

1

33231

232221

131211

  

b

b

b

aaa

aaa

aaa

, що відповідає системі лінійних рівнянь 












.

,

,

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 

При цьому застосовні такі перетворення (додавання-віднімання рядків матриці, 
множення-ділення рядків матриці на число, перестановки місцями рядків 
матриці), що дають рівноцінну систему рівнянь. 

0

0

0
0
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Невідомі визначаються із східчастої (верхньотрикутної) системи поступовим 
розв’язанням рівнянь від нижнього до верхнього з підстановкою вже знайдених 
невідомих. 

2. Приклади виконання завдань 

1. Розв’яжіть матричним методом систему рівнянь 












.22

,36

,5253

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання: 

Значення невідомих знайдемо за формулою 























































2

3

5

112

161

253
1

z

y

x

. 

І. Знайдемо обернену матрицю 

1) визначник 032532421018

12

61

53

   

112

161

253










 , 

обернена матриця 1A  існує; 

2) обчислимо алгебраїчні доповнення 516
11

16
1111 




 MA ,

  121
12

11
1212 


 MA , 11121

12

61
1313 




 MA ,

  325
11

25
2121 




 MA , 743
12

23
2222 


 MA ,

  13103
12

53
2323 


 MA , 7125

16

25
3131 




 MA ,

  523
11

23
3232 




 MA , 23518
61

53
3333 


 MA ; 

3) 




















2357

1373

1115
~
A , 























231311

571

735
~TA ; 

4) обернена матриця 






















231311

571

735

32

1~11 TА
А

A . 

ІІ. Виконаємо множення матриць: 









































































31

21

11

32

1

2

3

5

231311

571

735

32

1

c

c

c

x

y

x

, 
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    481492527335511 c , 

  161021525375121 c , 

  4846395522331351131 c , 





















































5,1

5,0

5,1

48

16

48

32

1

z

y

x

. 

Відповідь: 5,1x , 5,0y , 5,1z . 

2. Розв’яжіть матричним методом систему рівнянь 












.3

,222

,12

zy

zyx

zyx

 

Розв’язання: 

Значення невідомих знайдемо за формулою 





















































3

2

1

110

122

211
1

z

y

x

. 

І. Знайдемо обернену матрицю: 

1) 01210402

10

22

11

   

110

122

211

 , 1A  існує; 

2) обчислимо алгебраїчні доповнення 112
11

12
1111 


 MA , 

  202
10

12
1212 


 MA ,  202

10

22
1313 


 MA , 

  121
11

21
2121  MA ,   101

10

21
2222  MA , 

  101
10

11
2323  MA ,   341

12

21
3131 


 MA , 

  541
12

21
3232 


 MA ,  422

22

11
3333 


 MA ; 

3) 






















453

111

221
~
A , 






















412

512

311
~TA ; 

4) в даному прикладі обернена матриця має вигляд TАА
~1  . 

ІІ. Виконаємо множення матриць: 








































































31

21

11

3

2

1

412

512

311

c

c

c

x

y

x

, 

  892133211111 c , 

  15152235211221 c , 

  12122234211231 c , 


































12

15

8

x

y

x

. 



 21 

Відповідь: 8x , 15y , 12z . 

3. За допомогою формул Крамера розв’яжіть систему рівнянь 












.33

,02

,122

zyx

zx

zyx

 

Розв’язання: 
Обчислимо визначник матриці, складеної з коефіцієнтів при невідомих: 

5410460

13

02

21

    

113

102

221










 , 

замінивши перший стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 761
13

21
1 

113

100

221

23231 









 MA , 

замінивши другий стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 202301230

33

02

11

    

133

102

211

2 


 , 

замінивши третій стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо   14162
31

12
222 

313

002

121

21213 








 MA . 

Тоді 4,1
5

71 






x , 4
5

202 






y , 8,2
5

143 






z . 

Перевірка: 16,584,1  ; 08,28,2  ; 38,242,4  . Невідомі 
знайдені правильно. 

Відповідь: 4,1x , 4y , 8,2z . 

4. За допомогою формул Крамера розв’яжіть систему рівнянь 












.2

,12

,023

yx

zyx

zyx

 

Розв’язання: 
Обчислимо визначник матриці, складеної з коефіцієнтів при невідомих: 

10014230

11

21

31

    

011

121

231









 , 

замінивши перший стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 12008260

12

21

30

    

012

121

230

1 







 , 
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замінивши другий стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 8022400

21

11

01

    

021

111

201

2 


 , 

замінивши третій стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 6610034

11

21

31

    

211

121

031

3 




 . 

Тоді 2,1
10

121 







x , 8,0
10

82 






y , 6,0
10

63 






z . 

Перевірка: 02,14,22,1  ; 16,06,12,1  ; 28,02,1  . Невідомі 
знайдені правильно. 

Відповідь: 2,1x , 8,0y , 6,0z . 

5. За допомогою формул Крамера розв’яжіть систему рівнянь 












.34

,227

,722

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання: 
Обчислимо визначник матриці, складеної з коефіцієнтів при невідомих: 

21282414116

11

27

12

     

411

127

212










 , 

замінивши перший стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 4287124356

13

22

17

    

413

122

217

1 








 , 

замінивши другий стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 1471966442716

31

27

72

     

431

127

272

2 





 , 

замінивши третій стовпець визначника Δ на стовпець вільних коефіцієнтів, 

знайдемо 422141449212

11

27

12

     

311

227

712

3 








 . 

Тоді 2
21

421 






x , 7
21

1472 






y , 2
21

423 






z . 

Перевірка: 7474  ; 221414  ; 3872  . Невідомі 
знайдені правильно. 
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Відповідь: 2x , 7y , 2z . 

6. Розв’яжіть систему лінійних рівнянь 












.642

,321

,342

z

zy

zyx

 

Розв’язання: 
Система лінійних рівнянь східчаста. 
З третього рівняння маємо 32z , 
з другого рівняння одержимо 3672  y , 669y , 
з першого рівняння отримаємо 31281338 x , 1213x . 
Відповідь: 1213x , 669y , 32z . 

7. Знайдіть методом Гаусса розв’язок системи рівнянь 












.73

,22

,1

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання: 

Складемо розширену матрицю 














 






7

2

1

    

311

121

111

. 

Перетворимо на нулі елементи першого стовпця в двох останніх рядках. 
Для цього від другого рядка віднімемо перший рядок, до третього рядка додамо 

перший рядок: 














 




















 




















 










3

3

1

    

210

230

111

~

26

3

1

    

420

230

111

~

7

2

1

    

311

121

111

IIII

III . 

Перетворимо на нуль елемент другого стовпця в останньому рядку. Для 
цього помножимо третій рядок на 3 і додамо до нього другий рядок, маємо 















 


















 


















 






 3

3

1

    

100

230

111

~

412

3

1

    

400

230

111

~

3

3

1

    

210

230

111

3 ІIIII

. 

Східчастій матриці відповідає східчаста система рівнянь 












,3             

,323   

,1

z

zy

zyx

 

звідки 3z ; з другого рівняння маємо 363 y , 93 y , 3y ; з першого 
рівняння маємо 133 x , 1x . 

Відповідь: 1x , 3y , 3z . 

8. Знайдіть методом Гаусса розв’язок системи рівнянь 












.42

,12

,12

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання: 
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Складемо розширену матрицю 






















4

1

1

    

121

121

211

. 

Помножимо другий рядок на 2 і додамо до нього перший рядок, до 
третього рядка додамо другий рядок, отримаємо східчасту матрицю 
































































3

1

1

    

002

011

211

~3

3

3

1

    

002

033

211

~

4

1

1

    

121

121

211

2

IIIII

III . 

Маємо східчасту систему рівнянь 












.32

,1

,12

x

yx

zyx

 З останнього рівняння 

маємо 5,1x ; з другого рівняння одержимо 15,1  y , 5,2y ; з першого 
рівняння отримаємо 125,25,1  z , 52  z , 5,2z . 

Відповідь: 5,1x ; 5,2y ; 5,2z . 
Методом Гаусса зручно розв’язувати несумісні та невизначені системи 

лінійних рівнянь. 

9. Розв’яжіть систему лінійних рівнянь 












.2

,152

,142

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання: 
Складемо розширену матрицю і зведемо її до східчастого вигляду 






















2

1

1

    

111

512

421

IIII

ІІІ



2























1

3

1

    

330

330

421

~

IIIII

3



















4

1

1

    

000

110

421

~ . Останньому 

рядку східчастої матриці відповідає протиріччя 40  , система рівнянь несумісна. 
Відповідь: розв’язків нема. 

10. Розв’яжіть систему лінійних рівнянь 












.2

,152

,142

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання: 
Складемо розширену матрицю і зведемо її до східчастого вигляду 
























2

1

1

    

111

512

421

IIII

ІІІ



2

























3

3

1

    

330

330

421

~  
IIIII

 3


















0

1

1

    

000

110

421

~ . Останньому 

рядку східчастої матриці відповідає тотожність 00  , маємо систему двох 

незалежних рівнянь з трьома невідомими 







.1       

,142

zy

zyx
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Позначимо tz  , де t  – будь-яке дійсне число, тоді з другого рівняння 

одержимо 1 ty , ty 1 , а з першого рівняння отримаємо   1412  ttx , 
1422  ttx , 12  tx . 

Відповідь: 12  tx , ty 1 , tz  . 
3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть розв’язки системи лінійних рівнянь матричним способом. 
2. Розв’яжіть цю ж систему за формулами Крамера.

 

 
3. Розв’яжіть цю ж систему методом Гаусса.

 

 

1. 












.136

,5524

,322

zyx

zyx

zyx

 2. 












.422

,42

,323

zyx

zyx

zyx

 3. 












.432

,32

,1233

zyx

zyx

zyx

 4. 












.53

,622

,125

zyx

zyx

zyx

 

5. 












.435

,52

,3223

zyx

zyx

zyx

 6. 












.72

,032

,12

zyx

zyx

zyx

 7. 












.0623

,42

,332

zyx

zyx

zyx

 8. 












.453

,43

,232

zyx

zyx

zyx

 

9. 












.832

,33

,1234

zyx

zyx

zyx

 10. 












.1234

,82

,132

zyx

zyx

zyx

 11. 












.62

,032

,232

zyx

zyx

zyx

 12. 












.332

,72

,0332

zyx

zyx

zyx

 

13. 












.822

,332

,23

zyx

zyx

zyx

 14. 












.04

,722

,15

zyx

zyx

zyx

 15. 












.52

,423

,1532

zyx

zyx

zyx

 16. 












.532

,72

,13

zyx

zyx

zyx

 

17. 












.243

,532

,42

zyx

zyx

zyx

 18. 












.432

,532

,123

zyx

zyx

zyx

 19. 












.0232

,12

,423

zyx

zyx

zyx

 20. 












.143

,22

,332

zyx

zyx

zyx

 

21. 












.133

,753

,522

zyx

zyx

zyx

 22. 












.82

,2225

,2537

zyx

zyx

zyx

 23. 












.743

,52

,45

zyx

zyx

zyx

 24. 












.1167

,6322

,143

zyx

zyx

zyx

 

25. 












.85

,7432

,332

zyx

zyx

zyx

 26. 












.1044

,23

,5532

zyx

zyx

zyx

 27. 












.1054

,322

,33

zyx

zyx

zyx

 28. 












.13

,0254

,523

zyx

zyx

zyx

 

29. 












.3234

,5543

,62

zyx

zyx

zyx

 30. 












.0735

,1322

,343

zyx

zyx

zyx

 31. 












.45

,624

,1332

zyx

zyx

zyx

 32. 












.1336

,024

,2232

zyx

zyx

zyx

 

33. 












.226

,754

,522

zyx

zyx

zyx

 34. 












.12

,4

,422

zyx

zyx

zyx

 35. 












.022

,13

,12

zyx

zyx

zyx

 36. 












.2432

,2

,03

zyx

zyx

zyx
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37. 












.143

,7322

,142

zyx

zyx

zyx

 38. 












.13

,02

,11432

zyx

zyx

zyx

 39. 












.3252

,15

,232

zyx

zyx

zyx

 40. 












.423

,332

,32

zyx

zyx

zyx

 

 
ВЕКТОРИ. ДІЇ НАД ВЕКТОРАМИ 

1. Основні поняття та теореми 
Вектор – напрямлений відрізок. Вектор з початком в точці  AA yxA ;  та 

кінцем у точці  BB yxB ;  позначається AB  і має координати  ABAB yyxxAB  ; . 
Вектор можна позначити  yx aaa ;


. Координати вектора – проекції вектора 

на координатні осі. Вектор  yx aaa ;


 можна представити як  jaiaa yx


 . 

Відстань між початком і кінцем вектора називається довжиною (або 

модулем) вектора, позначається a  і визначається як  22
yx aaa  . 

Напрям вектора задається напрямними кутами  ,   (кутами, які вектор 

утворює з координатними осями), косинуси яких рівні 
a

ax
cos , 

a

a y
cos . 

Лінійні операції над векторами виконуються покомпонентно: 
- при додаванні векторів  yx aaa ;


,  yx bbb ;


 їхні відповідні координати 

додаються, тобто  yyxx babacba  ;


; 

- при відніманні векторів  yx aaa ;


,  yx bbb ;


 їхні відповідні координати 

віднімаються, тобто  yyxx babadba  ;


; 

- при множенні вектора  yx aaa ;


 на число λ кожна координата множиться 

на це число, тобто  yx aaa  ;


. 

Скалярним добутком векторів a


 та b


 називається добуток довжин цих 

векторів на косинус кута φ між ними  cosbaba


. 

Умова перпендикулярності (ортогональності) двох векторів: два 
ненульові вектори перпендикулярні тоді і тільки тоді, коли скалярний добуток 
їх дорівнює нулю. 

Якщо два вектори задані координатами  yx aaa ;


,  yx bbb ;


, то скалярним 

добутком цих векторів є число, що рівне  yyxx bababa 


. 

Скалярний добуток двох векторів застосовують для 
визначення кута між ними (або між прямими, на яких 
вектора розташовані). Косинус цього кута рівний

ba

ba







cos . 

Для векторів у просторі у формулах додається ще одна координата. 
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Вектор a


 з початком в точці  AAA zyx ;;  та кінцем у точці  BBB zyx ;;  має 

координати  ABABAB zzyyxxa  ;;


. 

Для вектора   kajaiaaaaa zyxzyx


;;  модуль 222

zyx aaaa  ; 

напрямні косинуси: 
a

ax
cos , 

a

a y
cos , 

a

a z
cos ; добуток a


 і скаляра λ: 

 zyx aaaa  ;;


. 

Для векторів в просторі  zyx aaaa ;;


 та  zyx bbbb ;;


 сума

 zzyyxx bababacba  ;;


, різниця  zzyyxx bababadba  ;;


, 

скалярний добуток zzyyxx babababa 


. 

Векторним добутком двох векторів a


 та b


, який позначається ba


 , 
називається вектор, що задовольняє таким трьом умовам: 

1. Модуль вектора  sinbaba


, де θ – кут між векторами a


 та b


. 

2. Вектор ba


  перпендикулярний площині, де розташовані вектори a


 та b


. 
3. Упорядкована трійка векторів baba


;; , відкладених від 

однієї точки, утворює правий базис (напрям вектора ba


  
визначається за правилом буравчика). 

Векторний добуток залежить від порядку множників: 

 baab


 . 
Два вектори, які лежать на паралельних прямих або на одній 

прямій, називаються колінеарними (паралельними). 
Умова колінеарності (паралельності) двох векторів: два ненульові вектори 

a


, b


 колінеарні тоді і тільки тоді, коли їхні відповідні координати пропорційні 

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
 . В цьому випадку модуль векторного добутку дорівнює нулю. 

Векторний добуток векторів  zyx aaaa ;;


 та  zyx bbbb ;;


 визначається 

формулою 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba




 . 

Модуль векторного добутку двох векторів a


, b


 
застосовують для визначення площ паралелограма і 
трикутника, побудованих на цих векторах. Площі визначають 

за формулами: baS амапаралелогр


 , baSтрикутника




2

1
. 

Мішаним добутком трьох векторів a


, b


, c


 називається число рівне 

скалярному добутку вектора ba


  на вектор c


, тобто     cbacba

 . 
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Мішаний добуток векторів  zyx aaaa ;;


,  zyx bbbb ;;


,  zyx cccc ;;


 

визначають як  
zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

сba 


. 

Мішаний добуток не змінюється при круговій перестановці векторів 
     acbbaccba


  і змінює знак при перестановці двох векторів місцями 

   cabcba


 ,    bcacba


 ,    abccba


 . 
Три вектори називаються компланарними, якщо вони лежать в одній 

площині або в паралельних площинах. 
Умова компланарності трьох векторів: три вектори компланарні тоді і 

тільки тоді, коли їх мішаний добуток дорівнює нулю. 
Мішаний добуток трьох векторів a


, b


, c


 

застосовують для визначення об’єму паралелепіпеда та 
піраміди, побудованих на цих векторах. Об’єми визначають 

за формулами:  сbaV педапаралелепі


 ,  сbaVпіраміди


6

1
 . 

2. Приклади виконання завдань 
1. Дано точки на площині  5;15 A ,  0;3B ,  5;10C ,  3;4 D . Знайдіть 

координати та довжини векторів AB , CD ; вектори AB2 , CD 5,0 ; суму, 

різницю, скалярний добуток векторів AB , CD ; кут між векторами AB , CD . 
Розв’язання: 

координати векторів: 

     5;1250;153;  AByyxxAB ABAB , 

     8;653;104;  CDyyxxCD CDCD ; 
довжини векторів: 

  13169512 2222  yx ABABAB ,

    1010086 2222  yx CDCDCD ; 

добутки векторів на числа: 

   10;245;1222  AB ,      4;38;65,05,0  CD ; 
сума і різниця векторів: 

   3;1885;612  CDAB ,    13;685;612 CDAB ; 

скалярний добуток векторів:     32407285612 CDAB ; 

косинус кута між векторами: 246,0
1013

32
cos 









CDAB

CDAB
, тоді  76 . 

Відповідь:  5;12AB ,  8;6 CD ; 13AB , 10CD ;  10;242  AB , 

 4;35,0  CD ; сума  3;18  , різниця  13;6 ; скалярний добуток 32, кут 76 . 
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2. Дано точки в просторі  1;2;2A ,  3;2;2 B  та  2;4;0C . Знайдіть 

координати векторів AB , AС , їхні довжини; суму, різницю, скалярний добуток 

векторів AB , AС ; кут між векторами AB , AС . 
Розв’язання: 

координати векторів: 

     2;4;413;22;22;;  ABzzyyxxAB ABABAB , 

     1;2;212;24;20;;  ACzzyyxxAC ACACAC ; 
довжини векторів: 

  636244 222222  zyx ABABABAB , 

39122 222222  zyx ACACACAC ; 

сума і різниця векторів: 

   3;2;612;24;24  ACAB ,    1;6;212;24;24  ACAB ; 

скалярний добуток:   2288122424  ACAB ; 

косинус кута між векторами: 111,0
36

2
cos 









ACAB

ACAB
, тоді  84 . 

Відповідь:  2;4;4 AB ,  1;2;2AC ; 6AB , 3AC ; сума  3;2;6  , різниця 

 1;6;2  ; скалярний добуток 2 ; кут 84 . 

3. Дано вектор  2;1;1 a


. Знайдіть модуль та напрямні кути вектора. 
Розв’язання: 

Модуль вектора     24211
222 a


. 

Направляючі косинуси: 
2

1
cos 

a

ax , 
2

1
cos 

a

a y , 
2

2
cos 

a

a z . 

Направляючі кути:  60
2

1
arccos , 






 120

2

1
arccos ,  45

2

2
arccos . 

Відповідь: 2a


,  60 ,  120 ,  45 . 

4. Дано вектори  4;4;7 a


,  6;2;3b


,  2;4;4c


. Знайдіть скалярний 

добуток ba

 , векторний добуток ba


 , мішаний добуток  cba


. 

Розв’язання: 
Скалярний добуток   5642437  zzyyxx babababa


. 

Векторний добуток 






23

47  

623

447

jikji

bbb

aaa

kji

ba

zyx

zyx




 

 2;54;322543242812141224  kjijikkji


. 
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Мішаний добуток: 

          84224544322;4;42;54;32  cbacba


; 

  842416832489628

44

23

47

  

244

623

447













zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

сba


. 

Відповідь: 5ba


;  2;54;32  ba


;   84cba


. 
5. Знайдіть площу паралелограма і трикутника, побудованих на векторах 

 4;3;2a


,  1;2;2b


. 
Розв’язування: 

 10;10;5286483

22

32  

122

432  jikkji

jikji

ba





. 

1522510105 222  ba


, ..15 одквS  , ..5,7
2

15
одквS   

Відповідь: 15; 7,5. 
6. Знайдіть об’єм паралелепіпеда та об’єм піраміди, побудованих на 

векторах  1;1;4a


,  0;1;1b


,  58;0;0c


. 
Розв’язання: 

  17458232

00

11

14

  

5800

011

114

cba


, V ..174 одкуб , V ..29
6

174
одкуб  

Відповідь: 174; 29. 
7. Дано вершини піраміди  3;2;1A ,  4;10;3B ,  1;6;8 C ,  9;4;2D . 

Знайдіть: 1) координати і модулі векторів AB , AC , AD ; 2) кут між векторами 

AB , AC  (ребрами) у градусах; 3) площу грані ABC ; 4) об’єм піраміди ABCD . 
Розв’язання: 

1)  1;8;4AB ,   .981184 222 одAB  ; 

 4;4;7 AС ;   .981447 222 одAС  ; 

 6;2;3AD ,   .749623 222 одAD  . 

2) 
ACAB

ACAB




cos ,   043228414874  ACAB ,  90 . 

3)  ACAB  72;9;361645616732

47

84   

447

184 


 jikkji

jikji




. 

C 

A B 

D 
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      81814972936 22222  ACAB , ..5,40 одквSABC  . 

4)   ADACAB  3423363212149696

23

47

84

  

623

447

184










 , 

..57 одкубVABCD  . 

Відповідь: 1)  1;8;4AB , .9одAB  ;  4;4;7 AС , .9одAС  ;  6;2;3AD , 

.7одAD  ; 2)  90 ; 3) ..5,40 одквSABC  ; 4) ..57 одкубVABCD   

3. Завдання для самостійного виконання 
1. Дано точки на площині  5;5 A ,  0;7B ,  5;7C ,  1;4D . 

Знайдіть координати та довжини векторів AB , CD ; вектори AB2 , CD 5,0 ; 

суму, різницю, скалярний добуток векторів AB , CD ; кут між векторами AB , CD . 
2. Дано точки в просторі  7;1;2 A ,  9;3;1 B ,  3;1;9 C . 

Знайдіть координати та довжини векторів AB , AC ; суму, різницю, скалярний 

добуток векторів AB , AC ; кут між векторами AB , AC . 

3. Дано вектор  3;0;1a


. Знайдіть модуль та напрямні кути вектора. 

4. Дано вектори   ;;3a


,  6;2;7 b


,   ;2;2c


. Знайдіть 

скалярний добуток ba

 , векторний добуток ba


 , мішаний добуток  cba


. 

5. Знайдіть площу паралелограма і трикутника, побудованих на векторах 
 4;3;2 a


,   ;2;2b


. 
6. Знайдіть об’єм паралелепіпеда та об’єм піраміди, побудованих на 

векторах  36;;5 a


,  0;1;1b


,  36;0;0c


. 
7. Дано вершини піраміди A , B , C , D . Знайдіть: 1) координати і модулі 

векторів AB , AC , AD ; 2) кут між векторами AB , AC  (ребрами) у градусах; 
3) площу грані ABC ; 4) об’єм піраміди ABCD . 
В.1. А(–5;0;1), B(–4;–2;3), C(6;2;11), D(3;4;9). 
В.2. А(1;–4;0), B(2;–6;2), C(12;–2;10), D(9;0;8). 
В.3. А(–1;–2;–8), B(0;–4;–6), C(10;0;2), D(7;2;0).  
В.4. А(0;2;–10), B(1;0;–8), C(11;4;0), D(8;6;–2). 
В.5. А(3;1;–2), B(4;–1;0), C(14;3;8), D(11;5;6). 
В.6. А(–8;3;–1), B(–7;1;1), C(3;5;9), D(0;7;7). 
В.7. А(2;–1;–4), B(3;–3;–2), C(13;1;6), D(10;3;4).  
В.8. А(–4;5;–5), B(–3;3;–3), C(7;7;5), D(4;9;3). 
В.9. А(–2;–3;2), B(–1;–5;4), C(9;–1;12), D(6;1;10). 
В.10. А(–3;4;–3), B(–2;2;–1), C(8;6;7), D(5;8;5). 
В.11. А(2;–3;1), B(6;1;–1), C(4;8;–9), D(2;–1;2). 
В.12. А(5;–1;–4), B(9;3;–6), C(7;10;–14), D(5;1;–3). 
В.13. А(1;–4;0), B(5;0;–2), C(3;7;–10), D(1;–2;1).  
В.14. А(–3;–6;2), B(1;–2;0), C(–1;5;–8), D(–3;–4;3). 
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В.15. А(–4;2;–1), B(0;6;–3), C(–2;13;–11), D(–4;4;0). 
В.16. А(–2;5;–2), B(–1;3;0), C(9;7;8), D(6;9;6). 
В.17. А(0;4;3), B(4;8;1), C(2;15;–7), D(0;6;4).  
В.18. А(–2;0;–2), B(2;4;–4), C(0;11;–12), D(–2;2;–1). 
В.19. А(3;3;–3), B(7;7;–5), C(5;14;–13), D(3;5;–2). 
В.20. А(4;–2;5), B(8;2;3), C(6;9;–5), D(4;0;6). 
В.21. А(–4;1;2), B(–3;–1;4), C(7;3;12), D(4;5;10).  
В.22. А(2;–3;1), B(3;–5;3), C(13;–1;11), D(10;1;9). 
В.23. А(0;–1;–7), B(1;–3;–5), C(11;1;3), D(8;3;1).  
В.24. А(1;3;–9), B(2;1;–7), C(12;5;1), D(9;7;–1). 
В.25. А(4;2;–1), B(5;0;1), C(15;4;9), D(12;6;7). 
В.26. А(–7;4;0), B(–6;2;2), C(4;6;10), D(1;8;8). 
В.27. А(3;0;–3), B(4;–2;–1), C(14;2;7), D(11;4;5).  
В.28. А(–3;6;–4), B(–2;4;–2), C(8;8;6), D(5;10;4). 
В.29. А(–1;–2;3), B(0;–4;5), C(10;0;13), D(7;2;11). 
В.30. А(–1;1;–5), B(3;5;–7), C(1;12;–15), D(–1;3;–4). 
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Модуль 2 «АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ» 
ЗАСТОСУВАННЯ КООРДИНАТ 

1. Основні поняття та теореми 
Відстань між точками  AA yxA ;  та  BB yxB ;  на площині визначається за 

формулою    22
ABABAB yyxxd  . 

Координати точки M , яка поділяє відрізок AB  на частини у заданому 

відношенні 
MB

AM
 , обчислюються за формулами 





1

BA
M

xx
x , 





1

BA
M

yy
y . 

Примітка: Якщо точка M  – середина 
відрізка AB , то формули її координат мають 

вигляд 
2

BA
M

xx
x


 , 

2
BA

M

yy
y


 . 

Приклади застосувань поділу відрізка у заданому відношенні: 
- медіана трикутника поділяє протилежну сторону навпіл; 
- бісектриса трикутника поділяє протилежну сторону на два відрізки, які 

відносяться один до одного як відповідні бічні сторони трикутника; 
- центр трикутника – точка перетину його медіан, в цій точці медіани 

діляться у відношенні , починаючи від вершин. 
Для координат центра трикутника 

21

2




 MA
О

xx
x , 

21

2




 MA
O

yy
y  при 

підстановці виразів для координат точки M  
як середини відрізка BC  маємо формули 

3
CBA

O

xxx
x


 , 

3
CBA

O

yyy
y


 . 

Площа трикутника з вершинами  11; yxA ,  22 ; yxB ,  33; yxC  визначається 

за формулами 
1313

1212

2

1

yyxx

yyxx
S




   або 

1

1

1

2

1

33

22

11

yx

yx

yx

S   . 

2. Приклади виконання завдань 
1. Знайдіть відстань між точками  5;15 A  та  0;3B ; координати точок 1M , 

2M , що поділяють відрізок АВ у відношенні 13  та 31  відповідно. 
Розв’язання: 

          1316951250153 222222  ABABAB yyxxd ; 

6
4

24

31

3315

1 1

1
1










 BA
M

xx
x , 25,1

4

5

31

035

1 2

2
1











 BA

M
xx

y ; 

12

3

4
16

3

1
1

3
3

1
15

1 2

2
2










 BA
M

xx
x ,

4

15

3

4
5

3

1
1

0
3

1
5

1 2

2
1















 BA
M

yy
y . 

12

A(xA;yA) 
B(xB;yB) 

M(xM;yM) 
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Відповідь: 13ABd ,  25,1;61 M ,  75,3;122 M . 

2. Дано точки  2;7A ,  4;3 B ,  8;3C . Знайдіть площу і координати центра 
трикутника ABC . 

Розв’язання: 

Площа трикутника дорівнює 
1313

1212

2

1

yyxx

yyxx
S




  




2873

2473

2

1







2

6060

610

610

2

1
..60 одкв  Координати центра трикутника становлять 

3

1

3

337

3






 CBA

O

xxx
x , 2

3

842

3






 CBA

O

yyy
y . 

Відповідь: ..60 одкв , 
3

1
Ox , 2Oy . 

3. На координатній площині задано вершини трикутника  1;4A ,  3;1B , 
 1;2 C . Знайдіть довжини медіани BM  і висоти AN  трикутника. 

Розв’язання: 

Координати точки M  як середини AC : 3
2

24



Mx , 0

2

11



My . Тоді 

довжина медіани     59163013 22 BM . 

Оскільки , то . Площа трикутника  дорівнює 

  ..7410
2

1
22

25

2

1
1142

1341

2

1
одквS 








   Довжина сторони BC : 

    51693112 22 BC . Тоді довжина висоти: 8,2
5

72



AN . 

Відповідь: 5BM ; 8,2AN . 
4. На координатній площині задано вершини трикутника  0;4A ,  4;1B , 

 8;2 C . Знайдіть довжину бісектриси AD  трикутника. 
Розв’язання: 

Бісектриса AD  поділяє сторону BC  у відношенні 
AC

AB

DC

BD
 . Так як 

    51690441 22 AB ,     1064360842 22 AC , 

то  5,0
10

5

DC

BD
. Тоді 0

5,1

0

5,01

25,01

1









 CB
D

xx
x , 

 
0

5,1

0

5,01

85,04

1









 CB
D

yy
y ,     40160040 22 AD . 

Відповідь: 4AD . 
5. Вершини трикутника – точки  25;30 A ,  10;28B , третя вершина C  

лежить на осі ординат. Точка M  – точка перетину медіан трикутника – лежить 
на осі абсцис. Знайдіть абсцису точки M  і ординату точки C . 

ANBCS  2

1

BC

S
AN 

2
ABC
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Розв’язання: 
Оскільки OyC , OxM  , то  CyC ;0 ,  0;MxM . Так як M  – центр 

трикутника, то 
3

2

3

02830

3






 CBA

M

xxx
x ; 

3
0 CBA

M

yyy
y


 , 

звідки 151025  BAC yyy . 

Відповідь: 
3

2
Mx ; 15Cy . 

3. Завдання для самостійного виконання 
1. Знайдіть відстань між точками  12;5 A  та  32;22 B ; 

координати точок 1M , 2M , що поділяють відрізок АВ у відношенні 14   та 41  
відповідно. 

2. Дано точки  1;9 A ,  4;2B ,  2;4 C . Знайдіть площу і 
координати центра трикутника ABC . 

3. На координатній площині задано вершини трикутника ABC . Знайдіть 
довжини медіани BM , висоти CN  та бісектриси AD  трикутника. 
Варіант A  B  C  Варіант A  B  C  
1. (–3;1) (0;5) (6;–11) 2. (–2;2) (1;6) (7;–10) 
3. (–1;3) (2;7) (8;–9) 4. (0;4) (3;8) (9;–8) 
5. (1;5) (4;9) (10;–7) 6. (2;6) (5;10) (11;–6) 
7. (3;7) (6;11) (12;–5) 8. (4;8) (7;12) (13;–4) 
9. (5;9) (8;13) (14;–3) 10. (–3;1) (6;–11) (0;5) 
11. (–2;2) (7;–10) (1;6) 12. (–1;3) (8;–9) (2;7) 
13. (0;4) (9;–8) (3;8) 14. (1;5) (10;–7) (4;9) 
15. (2;6) (11;–6) (5;10) 16. (3;7) (12; –5) (6;11) 
17. (4;8) (13;–4) (7;12) 18. (5;9) (14;–3) (8;13) 
19. (–4;0) (2;–8) (–1;4) 20. (–3;1) (3;–7) (0;5) 
21. (–2;2) (4;–6) (1;6) 22. (–1;3) (5;–5) (2;7) 
23. (0;4) (6;–4) (3;8) 24. (1;5) (7;–3) (4;9) 
25. (2;6) (8;–2) (5;10) 26. (3;7) (9;–1) (6;11) 
27. (4;8) (10;0) (7;12) 28. (5;9) (11;1) (8;13) 
29. (6;10) (12;2) (9;14) 30. (7;11) (13;3) (10;15) 

 
ПРЯМА НА ПЛОЩИНІ 

1. Основні поняття та теореми 
Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом має вигляд , де 

 – кутовий коефіцієнт прямої, тобто тангенс кута, який утворює пряма з 
додатним напрямком осі Ox, причому цей кут відраховується від осі Ox до 
прямої проти руху годинникової стрілки;  – початкова ордината прямої, 
тобто ордината точки, в якій пряма перетинає вісь Oy. 

Рівняння прямої, що проходить через задану точку  00; yx  в заданому 
напрямі, який визначається кутовим коефіцієнтом k, має вигляд 

 00 xxkyy  . 

bkxy 
 tgk

b
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Кутовий коефіцієнт прямої, якщо відомі дві її точки  11; yx  та  22 ; yx , 

можна знайти за формулою 
12

12

xx

yy
k




 . Рівняння прямої, що проходить через дві 

точки, має вигляд 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








, звідки канонічне рівняння 
m

yy

l

xx 11 



, де 

 ml;  – спрямовуючий вектор прямої. 

Рівняння прямої у відрізках на осях 1
b

y

a

x
, де a , b  – відрізки, які пряма 

відтинає від початку координат відповідно на осі абсцис та осі ординат. 
Всі наведені рівняння прямої можна звести до загального рівняння прямої 

0 CByAx , вектор  BAn ;


 – є нормаллю (перпендикуляром) до прямої. 
Із загального рівняння прямої можна визначити кутовий коефіцієнт прямої 

B

A
k   та початкову ординату прямої 

B

C
b  . 

Нормальне рівняння прямої зарисується у вигляді 
0sincos  pyx , де p  – довжина перпендикуляра, 

який проведено з початку координат до прямої,   – кут, 
який цей перпендикуляр утворює з додатнім напрямком осі 
Ox і відлічується від осі проти годинникової стрілки. 

Для приведення загального рівняння до нормального вигляду його множать 

на нормуючий множник  із знаком протилежним знаку . 

Координати точки перетину двох прямих є розв’язком системи рівнянь 








.0

,0

222

111

CyBxA

CyBxA
 Прямі перетинаються, якщо 0

22

11 
BA

BA
, оскільки тоді 

система має єдиний розв’язок. Якщо система не має розв’язків, то прямі 
паралельні. Якщо система має безліч розв’язків, то прямі збігаються. 

Кут  між прямими визначається за формулою  (це формула 

кута, що вимірюється від першої прямої до другої проти ходу годинникової 
стрілки). Якщо прямі задані загальними рівняннями, то кут між прямими можна 

знайти як . 

Дві прямі паралельні на площині, якщо 12 kk   або 
2

1

2

1

B

B

A

A
 . 

Дві прямі перпендикулярні на площині, якщо 
1

2
1

k
k   або 02121  BBAA . 

Відстань від точки  00; yx  до прямої 0 CByAx  рівна 
22

00

BA

CByAx
d




 . 

22

1

BA 
 C


21

12

1
tg

kk

kk






2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA





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2. Приклади виконання завдань 
1. Дано точки  3;8 A ,  6;4B . Знайдіть канонічне і загальне рівняння 

прямої AB , кутовий коефіцієнт прямої, точки перетину прямої з осями 
координат, відстань від прямої до початку координат. 

Розв’язання: 

З 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 отримаємо рівняння прямої AB  через дві точки 

36

3

84

8






 yx

, звідки канонічне рівняння 
9

3

12

8 



 yx

 або 
3

3

4

8 



 yx

. 

Помножимо обидві частини на 12 , маємо    3483  yx , 
124243  yx , звідки загальне рівняння прямої 01243  yx . 

Виразимо y , отримаємо рівняння з кутовим коефіцієнтом: 1234  xy , 

3
4

3
 xy ; отже, кутовий коефіцієнт прямої 

4

3
ABk . 

Точки перетину з осями можна визначити з рівняння прямої у відрізках на 

осях 1
b

y

a

x
. Із загального рівняння маємо 1243  yx , 1

12

4

12

3


yx
, 1

34


yx

. Звідки координати точок перетину прямої з осями:  0;4 ,  3;0 . 
Координати точок перетину з осями можна визначити, наприклад, з 

рівняння 01243  yx : 

0x , тоді 124 y , 3y , точка перетину з віссю ординат  3;0 ; 
0y , тоді 23 x , 4x , точка перетину з віссю абсцис  0;4 . 
Для отримання нормального рівняння помножимо загальне рівняння 

01243  yx  на нормуючий множник 
5

1

43

1
22



 , бо    01243 

CBA

yx , 

маємо 


0
5

12

5

4

5

3


p

yx . Відстань від прямої до початку координат становить 

4,2 pd . 

Відповідь: 
9

3

12

8 



 yx

; 01243  yx ; 
4

3
ABk ;  0;4 ;  3;0 ; 4,2d . 

2. Для чотирикутника з вершинами  14;2A ,  2;4 B ,  2;6 C ,  10;6D  
знайдіть точку перетину діагоналей. 

Розв’язання: 

Рівняння AC : 
AC

A

AC

A

yy

yy

xx

xx








; 
142

14

26

2






 yx

; 
16

14

8

2





 yx

16 ; 

   1422  yx ; 1442  yx ; 01442  yx ; 0102  yx . 

Рівняння BD : 
BD

B

BD

B

yy

yy

xx

xx








; 
210

2

46

4






 yx

; 
12

2

2

4 


 yx
12 ; 

  246  yx ; 2246  yx ; 02246  yx ; 0266  yx . 
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Точка перетину прямих є розв’язком системи рівнянь 







;0266

,0102

yx

yx
  

звідки 0368 x , 5,4
2

9

8

36
x ; тоді 0105,42  y , 0109  y , 1y . 

Відповідь: (4,5; 1). 
3. Знайдіть кут між прямими а) 075  yx  і 023  yx ; 

б) 073  yx  і 03  yx ; в) 073  yx  і 03  yx . 
Розв’язання: 

а) І метод: застосуємо формулу 
2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA




 . Оскільки 

  0715
11

 yx
BA

,   023
22

 yx
BA

, то 
 

  2

1

1326

13

2315

2135
cos

2222








 , 

звідки  45 . 

ІІ метод: застосуємо формулу 
21

12

1
tg

kk

kk




 . Оскільки кутові коефіцієнти 

прямих 5
1

1
1 

B

A
k , 

2

3

2

2
2 

B

A
k , то   1

5,6

5,6

5,151

55,1
tg 








 , звідки  45 . 

б) Із загальних рівнянь прямих маємо   0713
11

 yx
BA

,   031
22

 yx
BA

, тоді 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA






    2

3

22

32

3113

3133

2222








 ,  30 . 

в) Оскільки кутові коефіцієнти прямих 3
1

1
1 

B

A
k , 3

2

2
2 

B

A
k , то 

  3
2

32

31

32

331

33

1
tg

21

12 

















kk

kk
, звідки  60 . 

Відповідь: а) 45 ; б) 30 ; в) 60 . 
4. Дано вершини  0;5A ,  1;0B ,  3;3C  трикутника. Знайдіть рівняння 

сторін та кути трикутника. 

AB : 
01

0

50

5






 yx

; 
15

5 yx





; yx 55  ; 055  yx ; 
5

1
ABk . 

BC : 
13

1

03

0






 yx

; 
2

1

3




yx
;  132  yx ; 0332  yx ; 

3

2
BCk . 

AC : 
03

0

53

5






 yx

; 
32

5 yx





;   yx 253  ; 01523  yx ; 
2

3
ACk . 

Для A  маємо 
ABAC

ACAB

kk

kk
A





1

tg
 

   1
3,1

3,1

3,01

5,12,0

2,05,11

5,12,0









 , 

45A . 
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 90C , бо BCk  і ACk  взаємно обернені та з протилежними знаками. 

Так як  180CBA , то   45180 CAB . 

Відповідь: 055  yx ; 0332  yx ; 01523  yx ; 45A ; 
 45B ;  90C . 

5. Напишіть рівняння прямої, що проходить а) через точку  4;1  
паралельно прямій 0723  yx ; б) через точку  3;2  перпендикулярно 
прямій 0654  yх . 

Розв’язання: 
Застосуємо рівняння прямої, що проходить через дану точку в даному 

напрямі  00 xxkyy  . 

а) З рівняння   0723  yx
BA

 маємо кутовий коефіцієнт 
2

3


B

A
k . 

Шукана пряма паралельна даній, тому 
2

3
||  kk . Маємо  1

2

3
4  xy ; 

   1342  xy ; 3382  xy ; 0523  yx . 

б) З рівняння   0654  yx
BA

 маємо кутовий коефіцієнт 
5

4


B

A
k . 

Шукана пряма перпендикулярна даній, тому 
4

51
 k

k . Маємо 

 2
4

5
3  xy ;    2534  xy ; 105124  xy ; 0245  yx . 

Відповідь: а) 0523  yx ; б) 0245  yx . 

6. Знайдіть відстань а) від прямої 0643  yx  до точки  2;1 ; б) від 
прямої 03  yx  до точки  2;4  . 

Розв’язання: 

а) 
 

 
1

5

5

25

683

169

62413

43

643
22

00

22

00 


















yx

BA

CByAx
d ; 

б) 
 

   
10

10

10

10

212

19

243

13

3
22

00

22

00 


















yx

BA

CByAx
d . 

Відповідь: а) 1; б) 10 . 
7. Точки  3;1A ,  1;3B ,  7;4C  – вершини трикутника ABC . Складіть 

рівняння висоти CD  та знайдіть її довжину. 
Розв’язання: 
Висота CD  перпендикулярна стороні AB . 

Знайдемо рівняння прямої AB : 
31

3

13

1






 yx

; 
4

3

2

1 


 yx
;   312  yx ; 

322  yx ; 052  yx ; 52  xy . Оскільки 2ABk , то кутовий 

коефіцієнт висоти 
2

1
CDk . 
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Висота CD  проходить через точку  7;4C . Застосуємо рівняння прямої у 

вигляді  00 xxkyy  , тоді рівняння висоти  4
2

1
7  xy , 

   472  xy , 4142  xy , 0102  yx . 
Довжина висоти CD  – це відстань від точки  7;4C  до прямої 052  yx , 

отже маємо 
 







22

00

12

52 yx
d

 
54

5

520

5

20

5

578

14

5742








. 

Відповідь: 0102  yx ; 54 . 
8. Задано координати вершин трикутника  7;7A ,  7;8 B ,  18;9C . 

Знайдіть: 1) довжини та рівняння сторін трикутника, їхні кутові коефіцієнти; 
2) величину кута B ; 3) рівняння висоти CD  та її довжину; 4) рівняння медіани 
AE  та координати точки P  перетину медіани з висотою CD ; 5) рівняння прямої 
p , що проходить через точку P  паралельно до сторони AB . 

Розв’язання: 
1) Довжини сторін трикутника: 

   22
ABABAB yyxxd          52,2042114157778 2222  , 

   22
BCBCBC yyxxd       02,2562625171889 2222  , 

   22
ACACCA yyxxd      42,19377111671879 2222  . 

Рівняння сторін знайдемо як рівняння прямих через дві точки: 

AB : 
77

7

78

7






 yx

, 
14

7

15

7





 yx

,    715714  yx , 105159814  yx , 

071514  yx , 
15

14
ABk ; 

BC : 
718

7

89

8






 yx

; 
25

7

1

8 


 yx
;   7825  yx , 720025  yx , 

020725  yx , 25BCk ; 

AC : 
718

7

79

7






 yx

, 
11

7

16

7 


 yx
,    716711  yx , 112167711  yx , 

01891611  yx , 
16

11
ACk . 

2) Шукаємо кут B . Це кут між прямими AB  та BC . Так як 
15

14
ABk , 

25BCk , то 16,1
335

389

251415

152514

25
15

14
1

25
15

14

1
tg 
























ABBC

BCAB

kk

kk
B ,  49B . 

3) Висота CD  перпендикулярна стороні AB , тоді 
14

151


AB
CD k

k . 



 41 

Підставимо в рівняння  00 xxkyy   координати точки C  та кутовий 

коефіцієнт висоти, дістанемо  9
14

15
18  xy ,    9151814  xy , 

1351525214  xy , 01171415  yx . 

Довжина висоти CD  – це відстань від точки  18;9C  до прямої AB  із 

загальним рівнянням 071514  yx : 96,18
421

389

1514

71815914
22





CDd . 

4) Медіана AE  проведена до сторони BC . Точка E  є серединою BC . 

Координати точки E : 
2

CB
E

xx
x


 5,8

2

98



 ; 

2
CB

E

yy
y


 5,5

2

187



 . 

Рівняння медіани AE , що проходить через точки  7;7A  і  5,5;5,8E : 

75,5

7

75,8

7






 yx

, 
5,1

7

5,15

7





 yx

, 
3

7

31

7 



 yx

, 21731213  yx , 0196313  yx . 

Щоб знайти координати точки P  перетину висоти CD  та медіани AE , 

розв’яжемо систему рівнянь 







;0196313

,01171415

yx

yx

5
 







;098015515

,01171415

yx

yx
  

01097169  y , 49,6
169

1097
Py , тоді з 0196313  yx  маємо 

019649,6313 x , звідки 19,53 x , 73,1Рх ,  49,6;73,1P . 

5) Пряма p  паралельна до сторони AB , тому 
15

14
 ABPL kk . 

Підставляючи в рівняння  00 xxkyy   координати точки P  та кутовий 

коефіцієнт прямої p , маємо  73,1
15

14
49,6  xy  або 013,731514  yx . 

Відповідь: 1) 52,20ABd , 071514  yx , 
15

14
ABk ; 02,25BСd , 

020725  yx , 25BCk ; 42,19AСd , 01891611  yx , 
16

11
ACk ; 2)  49B ; 

3) 01171415  yx , 96,18CDd ; 4) 0196313  yx ,  49,6;73,1P ; 
5) 013,731514  yx . 

3. Завдання для самостійного виконання 
1. Знайдіть кут між прямими а) 075  yx  та 032  yx ; 

б) 073  yx  та 03  yx ; в) 073  yx  та 03  yx . 

2. Напишіть рівняння прямої, що проходить через точку  1;2  а) паралельно 
прямій 0153  yх ; б) перпендикулярно прямій 0153  yх . 

3. Знайдіть відстань а) від прямої 0643  yx  до точки  2;4 ; б) від 

прямої 067  yx  до точки  2;3  . 
4. Дано вершини A , B , C  трикутника. Знайдіть рівняння висоти CD  та її 

довжину. 
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Підставимо в рівняння  00 xxkyy   координати точки C  та кутовий 

коефіцієнт висоти, дістанемо  9
14

15
18  xy ,    9151814  xy , 

1351525214  xy , 01171415  yx . 

Довжина висоти CD  – це відстань від точки  18;9C  до прямої AB  із 

загальним рівнянням 071514  yx : 96,18
421

389

1514

71815914
22





CDd . 

4) Медіана AE  проведена до сторони BC . Точка E  є серединою BC . 

Координати точки E : 
2

CB
E

xx
x


 5,8

2

98



 ; 

2
CB

E

yy
y


 5,5

2

187



 . 

Рівняння медіани AE , що проходить через точки  7;7A  і  5,5;5,8E : 

75,5

7

75,8

7






 yx

, 
5,1

7

5,15

7





 yx

, 
3

7

31

7 



 yx

, 21731213  yx , 0196313  yx . 

Щоб знайти координати точки P  перетину висоти CD  та медіани AE , 

розв’яжемо систему рівнянь 







;0196313

,01171415

yx

yx

5
 







;098015515

,01171415

yx

yx
  

01097169  y , 49,6
169

1097
Py , тоді з 0196313  yx  маємо 

019649,6313 x , звідки 19,53 x , 73,1Рх ,  49,6;73,1P . 

5) Пряма p  паралельна до сторони AB , тому 
15

14
 ABPL kk . 

Підставляючи в рівняння  00 xxkyy   координати точки P  та кутовий 

коефіцієнт прямої p , маємо  73,1
15

14
49,6  xy  або 013,731514  yx . 

Відповідь: 1) 52,20ABd , 071514  yx , 
15

14
ABk ; 02,25BСd , 

020725  yx , 25BCk ; 42,19AСd , 01891611  yx , 
16

11
ACk ; 2)  49B ; 

3) 01171415  yx , 96,18CDd ; 4) 0196313  yx ,  49,6;73,1P ; 
5) 013,731514  yx . 

3. Завдання для самостійного виконання 
1. Знайдіть кут між прямими а) 075  yx  та 032  yx ; 

б) 073  yx  та 03  yx ; в) 073  yx  та 03  yx . 

2. Напишіть рівняння прямої, що проходить через точку  1;2  а) паралельно 
прямій 0153  yх ; б) перпендикулярно прямій 0153  yх . 

3. Знайдіть відстань а) від прямої 0643  yx  до точки  2;4 ; б) від 

прямої 067  yx  до точки  2;3  . 
4. Дано вершини A , B , C  трикутника. Знайдіть рівняння висоти CD  та її 

довжину. 
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5. Дано вершини трикутника . Знайдіть: 1) довжини та рівняння сторін 
трикутника, їхні кутові коефіцієнти; 2) величину кута ; 3) рівняння висоти 

 та її довжину; 4) рівняння медіани  та координати точки  перетину 
медіани з висотою ; 5) рівняння прямої , що паралельна до сторони . 

Варіант A B C Варіант A B C 
1 (–3;1) (0;5) (6;–11) 2 (–2;2) (1;6) (7;–10) 
3 (–1;3) (2;7) (8;–9) 4 (0;4) (3;8) (9;–8) 
5 (1;5) (4;9) (10;–7) 6 (2;6) (5;10) (11;–6) 
7 (3;7) (6;11) (12;–5) 8 (4;8) (7;12) (13;–4) 
9 (5;9) (8;13) (14;–3) 10 (–3;1) (6;–11) (0;5) 

11 (–2;2) (7;–10) (1;6) 12 (–1;3) (8;–9) (2;7) 
13 (0;4) (9;–8) (3;8) 14 (1;5) (10;–7) (4;9) 
15 (2;6) (11;–6) (5;10) 16 (3;7) (12; –5) (6;11) 
17 (4;8) (13;–4) (7;12) 18 (5;9) (14;–3) (8;13) 
19 (–4;0) (2;–8) (–1;4) 20 (–3;1) (3;–7) (0;5) 
21 (–2;2) (4;–6) (1;6) 22 (–1;3) (5;–5) (2;7) 
23 (0;4) (6;–4) (3;8) 24 (1;5) (7;–3) (4;9) 
25 (2;6) (8;–2) (5;10) 26 (3;7) (9;–1) (6;11) 
27 (4;8) (10;0) (7;12) 28 (5;9) (11;1) (8;13) 
29 (6;10) (12;2) (9;14) 30 (7;11) (13;3) (10;15) 

 
ПЛОЩИНА ЯК ПОВЕРХНЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

1. Основні поняття та теореми 
Площина – найпростіша поверхня. Рівняння площини – рівняння першого 

порядку. Рівняння площини можна записати у різних виглядах. 
Загальне рівняння площини 0 DCzByAx , де A, B , C  – координати 

вектора нормалі n


. Нормаль – перпендикуляр до поверхні. Нормаль визначає 
орієнтацію площини в просторі. 

Рівняння площини, яка проходить через дану точку  000 ;; zyx  в даному 
напрямі (напрям визначає нормаль до площини n


), записується як 

      0000  zzCyyBxxA . 

Рівняння площини, яка проходить через три задані точки  111 ;; zyx , 

 222 ;; zyx ,  333 ;; zyx  має вигляд 0

131313

121212

111






zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 

Рівняння площини у відрізках на координатних осях 1
c

z

b

y

a

x
 вказує, 

що площина відтинає на координатних осях такі відрізки: a  – на осі Ox , b  – на 
осі Oy , а c  – на осі Oz . 

Нормальне рівняння площини має вигляд 0coscoscos  pzyx , де 

 ,  ,   – кути, що перпендикуляр, проведений з початку відліку на площину, 
утворює з координатними осями, p  – довжина цього перпендикуляра. 

ABC
B

CD AE P
CD PL AB
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Для приведення загального рівняння до нормального вигляду його 

потрібно помножити на нормуючий множник 
222

1

CBA 
  (знак 

множника протилежний знаку коефіцієнта D  у загальному рівнянні). 
Кут між площинами 01111  DzCyBxA , 02222  DzCyBxA  

рівний куту між нормалями цих площин і визначається формулою 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA




 . 

Умова паралельності двох площин має вигляд 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 . 

Умова перпендикулярності площин має вигляд 0212121  CCBBAA . 

Відстань від точки  000 ;; zyx  до площини 0 DCzByAx  

визначається за формулою 
222

000

CBA

DCzByAx
d




 . 

2. Приклади виконання завдань 
1. Складіть рівняння площини, що проходить через точку  1;1;2   і має 

нормаль  3;2;1  . Які відрізки відтинає площина на координатних осях? 
Розв’язання: 
Застосуємо рівняння площини, яка проходить через точку  000 ;; zyx  і має 

вектор нормалі  CBAn ;;


, тобто       0000  zzCyyBxxA . Маємо 

      0131221  zyx . Розкриємо дужки 033222  zyx , 
зведемо подібні доданки 0332  zyx . Це загальне рівняння площини. 

Перетворимо рівняння до вигляду 1
c

z

b

y

a

x
. Для цього перенесемо 3  

вправо, маємо 332  zyx ; поділимо на 3  обидві частини рівняння, 

отримаємо 
3

3

3

3

3

2

3 











zyx
, виконаємо скорочення в межах кожного дробу 

1
15,13






zyx

. Звідки видно, що площина відтинає відрізок 3a  на осі 

абсцис, відрізок 5,1b  на осі ординат, відрізок 1c  на осі аплікат. 
Відповідь: 0332  zyx ; 3a , 5,1b , 1c . 
2. Яка відстань від площини 038061510  zyx  до початку відліку? 
Розв’язання: 
Перетворимо загальне рівняння площини в нормальне. Оскільки 10A , 

15B , 6C , 0D , то нормуючий множник 
  19

1

61510

1
222



 , 

нормальне рівняння площини 020
19

6

19

15

19

10
 zyx , звідки 20p . 
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Відповідь: 20 . 
3. Які кути з координатними осями утворює перпендикуляр до площини 

022  zyx , проведений з початку відліку? 
Розв’язання: 
Перетворимо загальне рівняння площини в нормальне. Оскільки 1A , 

1B , 2C , 0D , то нормуючий множник 
    2

1

211

1
222



 , 

нормальне рівняння площини має вигляд 01
2

2

2

1

2

1
 zyx , де 

2

1
cos  , 

2

1
cos  , 

2

1
cos  , звідки отримаємо кути, які перпендикуляр до площини 

утворює з координатними осями:  60 ,  120 ,  45 . 
Відповідь:  60 ,  120 ,  45 . 
4. Складіть рівняння площини, яка проходить через точки  4;2;21 M , 

 2;1;12M ,  1;0;33 M . 
Розв’язання: 
Застосуємо рівняння площини, що проходить через три точки, тобто 

0

131313

121212

111






zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. Підставимо координати точок, отримаємо 

0

412023

422121

422




 zyx

 або 0

321

611

422





 zyx

. 

Розкриємо визначник будь-яким способом 0

21

11

22

    

321

611

422









 yxzyx

. 

Отримаємо             02321241422623  yxzzyx  або 

      0432929  zyx , поділимо на спільний дільник коефіцієнтів дужок 

      042323  zyx , розкриємо дужки 046363  zyx , зведемо 
подібні доданки 0833  zyx . Отримали загальне рівняння площини. 

Підставивши координати заданих точок у знайдене рівняння площини 
  0842323  , 0821313  ,   0810333  , 

переконаємось, що загальне рівняння площини знайдено вірно. 
Відповідь: 0833  zyx . 

5. Задано точки  2;1;11 M ,  4;0;12M ,  1;2;33M . Знайдіть загальне та 
нормальне рівняння площини, що проходить через ці точки; запишіть вектор 
нормалі до площини. 

Розв’язання: 
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Підставивши координати заданих точок у рівняння площини, що проходить 

через три точки, маємо 0

211213

241011

211




 zyx

 або 0

314

612

211


 zyx

. 

Для отримання загального рівняння розкриємо визначник 







14

12

11

    

314

612

211 yxzyx

            01616242212413  yxzzyx ; 

перетворимо       02611819  zyx ,       0221613  zyx , 
0426633  zyx , 05263  zyx . 

Підставивши координати заданих точок у знайдене рівняння площини 
    05221613  , 05420613  , 05122633  , 

переконаємось, що загальне рівняння площини знайдено вірно. 
Для отримання нормального рівняння площини помножимо загальне 

рівняння площини на нормуючий множник. Оскільки 3A , 6B , 2C , 

0D , то маємо 
    7

1

263

1
222




 . Тоді нормальне рівняння 

площини має вигляд 0
7

5

7

2

7

6

7

3
 zyx . 

Координати вектора нормалі до площини знайдемо із загального рівняння 
площини    010263  zyx

CBA

, тобто маємо  2;6;3 n


. 

Відповідь: 05263  zyx , 0
7

5

7

2

7

6

7

3
 zyx ,  2;6;3 n


. 

6. Знайдіть кут між площинами 0322  zyx  та 01151216  zyx . 
Розв’язання: 
Оскільки 11 A , 21 B , 21 C , 162 A , 122 B , 152 C , то з формули 

кута між площинами маємо 
 

  15

2

253

10

151216221

152122161
cos

222222








 , 

 82 . 
Відповідь:  82 . 
7. При яких значеннях параметрів 1k  і 2k  площина 05452 21  zkyxk  

паралельна площині 0122  zyx ? 
Розв’язання: 

Використаємо умову паралельності площин 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 , тоді маємо 

2

4

1

52

2
21





kk

, звідки 
1

52

2
1 

k
, 1042521 k  і 

2

4

1

52 2





k

, 26
4

252
2 


k . 

Відповідь: 1041 k , 262 k . 
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8. При якому значенні параметра k  площина 05452104  kzyx  
перпендикулярна площині 0122  zyx ? 

Розв’язання: 
Використаємо умову перпендикулярності площин 0212121  CCBBAA , 

маємо     0241522104  k , 0852208  k , 2608 k , 5,32k . 
Відповідь: 5,32k . 
9. Знайдіть рівняння площини, яка проходить через точку  3;2;1   і 

паралельна до площини 02532  zyx . 
Розв’язання: 
Застосуємо рівняння площини, яка проходить через дану точку і має дану 

нормаль, тобто       0000  zzCyyBxxA . Нормаллю заданої площини є 
 5;3;2 n


. Цю нормаль візьмемо в якості нормалі шуканої площини. Отже, маємо 
      0352312  zyx , 01556322  zyx , 07532  zyx . 

Відповідь: 07532  zyx . 

10. Знайдіть відстань від точки  6;4;15  до площини 01022  zyx . 
Розв’язання: 
Скористаємось формулою відстані від площини до точки 

  222

000

222

000

212

1022











zyx

CBA

DCzByAx
d , підставимо координати точки 

 
. 4

3

12

9

1012430

414

10624152
одd 







  

Відповідь: . 4 од  
11. Знайдіть рівняння площини, яка проходить через точки  2;1;11 M  і 

 1;1;32M  перпендикулярно до площини 0532  zyx . 
Розв’язання: 
Рівняння площини, що проходить через дану точку у заданому напрямі, 

має вигляд       0000  zzCyyBxxA . 

В якості точки  000 ;; zyx  візьмемо, наприклад, точку  2;1;11 M . 

Нормаль даної площини  3;2;1n


, нормаль шуканої площини позначимо *n


. 

Площини перпендикулярні, тому nn


 . Вектор  3;2;221MM  належить шуканій 

площині, отже 21MMn  . Напрям *n


 визначимо за nMM


21 . Оскільки 

kjijikkji

jikji

nMM





6312662436

21

22    

321

32221 


 , то  2;1;4* n


. 

Тоді рівняння шуканої площини має вигляд       022114  zyx  
або 042144  zyx , 0924  zyx . 

Відповідь: 0924  zyx . 
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3. Завдання для самостійного виконання 
1. Задано точки 1M , 2M , 3M , 0M . Знайдіть: 1) рівняння площини  , що 

проходить через точки , , ; 2) загальне рівняння площини ; 
3) вектор нормалі до площини ; 4) рівняння площини   у відрізках на осях; 
5) нормальне рівняння площини ; 6) рівняння площини, що проходить через 
точку  до площини ; 7) відстань від точки  до площини . 

Варіант Точки у просторі 
1. , , ,  
2. , , ,  
3. , , ,  
4. , , ,  11;12;80 M  
5. , , ,  
6. , , ,  
7.  3;0;21 M ,  3;10;32 M ,  2;6;23 M ,  16;13;50 M  
8.  2;6;31 M ,  3;2;02 M ,  0;2;13 M ,  14;13;120 M  
9.  2;9;71M ,  7;5;102M ,  1;3;13 M ,  12;9;100 M  
10.  1;2;21 M ,  5;0;32 M ,  1;2;03 M ,  8;7;120 M  
11.  1;1;01 M ,  4;5;12 M ,  6;3;83M ,  18;13;20 M  
12.  1;8;61M ,  6;4;92M ,  2;2;03 M ,  14;13;40 M  
13.  2;0;11 M ,  5;4;22 M ,  5;2;73M ,  8;6;60 M  
14.  4;6;01 M ,  3;4;22 M ,  3;4;63M ,  5;3;90 M  
15.  0;8;51M ,  1;4;22 M ,  2;0;33M ,  11;10;70 M  
16.  2;1;11 M ,  2;11;42 M ,  1;7;33 M ,  10;9;120 M  
17.  1;4;31 M ,  2;4;22 M ,  0;6;53M ,  14;15;50 M  
18.  2;7;61M ,  5;1;52 M ,  3;9;83M ,  19;11;110 M  
19.  1;4;51M ,  2;2;12 M ,  2;2;33 M ,  9;8;90 M  
20.  5;6;01 M ,  5;2;82M ,  3;6;23 M ,  12;7;80 M  
21.  1;6;51M ,  4;2;42 M ,  2;8;73M ,  11;9;60 M  
22.  1;6;41 M ,  4;2;72M ,  4;0;23 M ,  12;10;50 M  
23.  3;0;41M ,  3;2;12 M ,  1;0;23M ,  2;3;120 M  
24.  4;1;51M ,  2;3;02 M ,  2;1;33M ,  15;9;70 M  
25.  1;2;01 M ,  2;4;22 M ,  0;2;33M ,  10;8;110 M  
26.  4;1;41 M ,  3;7;72M ,  1;5;23 M ,  14;16;90 M  
27.  4;7;81M ,  1;1;22M ,  5;1;63M ,  8;8;100 M  
28.  1;4;11 M ,  0;4;42M ,  4;2;13 M ,  14;13;30 M  
29.  3;7;11 M ,  4;3;32 M ,  4;5;73M ,  18;14;60 M  
30. , , ,  

1M 2M 3M 



0M  0M 

 4;2;31 M  7;2;42 M  3;0;53M  8;7;90 M

 6;4;21 M  1;6;02 M  1;2;43M  12;13;20 M

 3;2;31 M  2;6;62M  2;4;13 M  5;3;120 M

 5;2;41 M  5;8;12 M  4;4;03 M

 3;8;21 M  7;4;102M  1;8;43 M  13;10;80 M

 2;9;31 M  8;5;112M  0;9;53M  12;12;70 M

 1;9;61M  0;5;32M  3;1;43M  15;12;40 M
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2. Визначте, при яких значеннях параметрів ,  площина 

 паралельна площині . 
3. Визначте, при якому значенні параметра  площина 

 перпендикулярна площині . 
4. Знайдіть кут між площиною 0122  zyx  і площиною 

0326  zyx . 

5. Знайдіть рівняння площини, яка проходить через точки  2;1;11 M  і 

 1;1;32M  перпендикулярно до площини 0532  zyx . 
 

ПРЯМА У ПРОСТОРІ 
1. Основні поняття та теореми 

Пряму в просторі можна задати як перетин двох 

площин, тобто 
 
 







.   0

,   0

22222

11111

DzCyBxA

DzCyBxA
 Це загальне 

рівняння прямої у просторі. 
Пряма у просторі, яка проходить через дві задані точки  та 

, визначається рівнянням 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












. 

Канонічне рівняння прямої в просторі, яка проходить 
через точку  в напрямі напрямного вектора 

, має вигляд . 

У параметричному вигляді рівняння прямої в просторі записуються таким 

чином 












,

,

,

0

0

0

tpzz

tmyy

tlxx

 де t  – параметр. 

Кут між прямими у просторі визначається як кут між їхніми напрямними 

векторами, тобто 
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
pmlpml

ppmmll




 . 

Умова паралельності двох прямих у просторі має вигляд 
2

1

2

1

2

1

p

p

m

m

l

l
 . 

Умова перпендикулярності двох прямих у просторі має вигляд 
0212121  ppmmll . 

Відстань від точки  1111 ;; zyxM  до прямої 
p

zz

m

yy

l

xx 000 






 

визначається формулою 
a

aMM
d 





10

. 

1k 2k

  0542 21  zkyxk 0122  zyx
k

    054224  kzyx 0122  zyx

 1111 ;; zyxM

 2222 ;; zyxM

 0000 ;; zyxM

 pmla ;;


p

zz

m

yy

l

xx 000 






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2. Приклади виконання завдань 
1. Запишіть рівняння прямої, представленої як лінія перетину 

двох площин 







,0632

022

zyx

zyx
 у канонічному вигляді. 

Розв’язання: 
Щоб записати рівняння прямої у просторі в канонічному вигляді, треба 

знайти напрямний вектор прямої та координати точки, що належить прямій. 
Напрямний вектор прямої перпендикулярний нормалям обох площин, тому 

визначимо напрямний вектор за допомогою векторного добутку нормалей 
площин. Оскільки нормалі площин  1;1;21n


,  3;1;22 n


, то векторний добуток 

kjijikkji

jikji

nn





482612223

12

12   

312

11221 


 , тоді 

маємо напрямний вектор прямої  4;8;2 а


 або  2;4;1а


. 
В якості точки  можна вибрати довільну точку прямої, просто треба 

підібрати такі координати точки, що задовольняють рівняння обох площин. 
Оскільки таких точок безліч, то зафіксуємо довільно одну з координат 

(наприклад, ), а дві інші визначимо з системи рівнянь 







,0632

022

zyx

zyx
 

що при  має вигляд 







.062

022

yx

yx
 Додамо рівняння, маємо 044 x , 

звідки 44 x , 1x . Віднімемо рівняння, отримаємо 082 y , звідки 82 y
, 4y . Маємо точку прямої  0;4;10 M . 

Отже, канонічне рівняння прямої у просторі має вигляд 
24

4

1

1 zyx








. 

Відповідь: 
24

4

1

1 zyx








. 

2. Запишіть рівняння прямої, представленої як лінія перетину двох площин 








,0253

,0432

zyx

zyx
 у канонічному вигляді. 

Розв’язання: 
Напрямний вектор прямої перпендикулярний нормалям обох площин, тому 

визначимо напрямний вектор за допомогою векторного добутку нормалей 
площин. Оскільки нормалі площин  3;1;21 n


,  5;3;12n


, то векторний добуток 
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31221  , тоді 

маємо напрямний вектор прямої  7;7;14 а


 або  1;1;2 а


. 

0M

0z

0z
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В якості точки  прямої виберемо точку з . Тоді одержимо 








.023

,042

yx

yx
 Маємо з першого рівняння системи 42  xy , тоді друге 

рівняння системи набуде вигляду   2423  xx , звідки 2126  xx , 
147 x , 2x , тоді 0422 y . Маємо точку прямої . 

Отже, канонічне рівняння прямої у просторі має вигляд . 

Відповідь: . 

3. Знайдіть канонічне рівняння та напрямний вектор прямої, що проходить 
через дві точки  та . Запишіть рівняння прямої у 
параметричному вигляді. 

Розв’язання: 
Знайдемо рівняння прямої, яка проходить через дві точки, за формулою 

12

1
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1
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1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












. Маємо , . Це 

канонічне рівняння прямої у просторі. Напрямний вектор прямої . 
Прирівняємо всі частини канонічного рівняння прямої до параметра t , 

тобто 























,
4

5

,
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3

,
2

2

t
z

t
y

t
x

 звідки   Це параметричні рівняння 

прямої у просторі. 

Відповідь: , ,  

4. Знайдіть кут між прямими у просторі  та . 

Розв’язання: 
Застосуємо формулу кута між прямими в просторі, отримаємо 

   
    3

2
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724142
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2
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, 

 48 . 
Відповідь: 48 . 
5. Знайдіть рівняння прямої, що проходить через точку  паралельно 

прямій . 

Розв’язання: 
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В якості напрямного вектора шуканої прямої візьмемо напрямний вектор 
даної прямої . Підставивши координати напрямного вектора і 

координати заданої точки у , маємо рівняння шуканої 

прямої . 

Відповідь: . 

6. Знайдіть відстань від точки  2;1;11 M  до прямої 
2

8

2

2

3

3








 zyx

. 

Розв’язання: 

Застосуємо формулу відстані від точки до прямої, тобто 
a

aMM
d 





10

. 

З рівняння прямої маємо  2;2;3 a


,  8;2;30 M , тоді  10;1;410 MM , 

kjijikkji

jikji

aMM





5221882038302
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14  

223

101410 

 . 

Отже, маємо 
 

 
.749

17

833

449

25484324

223

52218
222

222

одd 







  

Відповідь: .7од  
3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть канонічне рівняння та напрямний вектор прямої, що проходить 
через точки  3;;31 M  та  30;5;302 M . Запишіть рівняння 
прямої у параметричному вигляді. 

2. Запишіть рівняння прямої, що проходить через точку   ;0;2  

паралельно прямій 
24

4

1

1 zyx








. 

3. Знайдіть кут між прямими: 
211

5

10

4 zyx






 та 

74

1

4








zyx

. 

4. Запишіть канонічне рівняння прямої, представленої як лінія перетину 
двох площин   0104132  zyx  і   06312  zyx . В якості 
довільної точки прямої візьміть точку з ординатою 0y . 

5. Знайдіть відстань від точки   1;2;1M  до прямої 
326 






 zyx

. 

 
ВЗАЄМНЕ РОЗТАШУВАННЯ ПРЯМОЇ ТА ПЛОЩИНИ У ПРОСТОРІ 

1. Основні поняття та теореми 
Пряма або перетинає площину, або паралельна до неї, або належить їй. 

 2;3;1а
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Гострий кут між прямою 
p

zz

m

yy

l

xx 000 






 та площиною

 визначається як 
222222

sin
pmlCBA

CpBmAl




 . 

Умова перпендикулярності прямої і площини має вигляд 
p

C

m

B

l

A
  і 

виражає умову паралельності векторів  pmla ;;


 та  CBAn ;;


. 
Умова паралельності прямої та площини має вигляд  і 

виражає умову перпендикулярності векторів  pmla ;;


 та  CBAn ;;


. 
Умова належності площині  прямої 

p

zz

m

yy

l

xx 000 






 має вигляд 






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.0

,0000

CpBmAl

DCzByAx
 

Алгоритм знаходження точки перетину прямої і площини: 1) записати 
параметричні рівняння прямої; 2) підставити їх у рівняння площини, вийде 
рівняння відносно параметра t; 3) розв’язавши одержане рівняння, отримати 
значення параметра t ; 4) підставивши t  у параметричні рівняння прямої, 
визначити координати точки перетину. 

2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть кут між прямою 
6

4

23

5 


 zyx
 та площиною 

03744  zyx . 
Розв’язання: 
Маємо 2l , 2m , 6p  з рівняння прямої, 4A , 4B , 7C  з 

рівняння площини. Застосуємо формулу кута між прямою і площиною 

63

62

623744

672434
sin

222222222222












pmlCBA

CpBmAl
, тоді 

. 
Відповідь: . 

2. При якому значенні  пряма  паралельна площині 

? 
Розв’язання: 
Використаємо умову паралельності прямої та площини , 

тоді отримаємо     021364 l , звідки 02184 l , 204 l , 5l . 
Відповідь: 5. 
3. Знайдіть рівняння площини, що проходить через точку  6;4;5  

перпендикулярно прямій 
3

7

21

2 





 zyx
. 

Розв’язання: 
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Застосуємо рівняння площини, що проходить через задану точку і має дану 
нормаль,       0000  zzCyyBxxA . В якості нормалі шуканої 
площини візьмемо напрямний вектор прямої    3;2;1;;  aCBAn


. Тоді 

рівняння шуканої площини має вигляд       0634251  zyx , 
0183825  zyx  або 0532  zyx . 

Відповідь: 0532  zyx . 
4. Знайдіть рівняння прямої, що проходить через точку  

перпендикулярно площині . 
Розв’язання: 
Застосуємо рівняння прямої, яка проходить через дану точку в заданому 

напрямним вектором напрямі, 
p

zz

m

yy

l

xx 000 






. В якості напрямного 

вектора шуканої прямої візьмемо нормаль даної площини    5;3;6;;  npmla


. 

Тоді рівняння шуканої прямої . 

Відповідь: . 

5. Знайдіть рівняння площини, що проходить через точку  

паралельно прямим  та . 

Розв’язання: 
Застосуємо рівняння площини у вигляді       0000  zzCyyBxxA . 

Точка  000 ;; zyx  задана. Вектор нормалі площини перпендикулярний напрямним 
векторам обох прямих, тому визначимо вектор нормалі площини за допомогою 
векторного добутку напрямних векторів прямих  4;5;41 a


,  5;4;32 a


. Оскільки 
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54   
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45421 , то 

маємо  1;8;9 n


. 
Тоді рівняння шуканої площини має вигляд       0312819  zyx  

або 0316899  zyx , звідки 01089  zyx . 
Відповідь: 01089  zyx . 
6. Знайдіть точку перетину площини  з прямою 

. 

Розв’язання: 
Щоб записати параметричні рівняння прямої прирівняємо всі частини 

канонічного рівняння прямої до параметра t , тобто t
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Звідки маємо   

Підставляючи ці вирази для ,  та  в рівняння площини, одержимо 
    01612312  ttt . 

Розв’яжемо отримане рівняння: 0163622  ttt , 22 t , 1t . 
Це значення параметра t  відповідає точці перетину прямої і площини 

 

Відповідь: . 
7. Дано три точки  8;2;3 D ,  6;0;0E ,  2;1;1 F . 

Знайдіть параметричні рівняння прямої DЕ ; рівняння 
площини, що проходить через точку F  перпендикулярно 
прямій DЕ ; точку H  – точку перетину цієї площини з 
прямою DЕ ; відстань від точки F  до прямої DЕ . 

Розв’язання: 
Застосуємо рівняння прямої в просторі через дві точки, підставимо 

координати точок D  і E , одержимо 
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. 

Це канонічне рівняння прямої DЕ . 
Прирівняємо всі частини канонічного рівняння прямої до параметра t : 

t
x



3

3
, t

y
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
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2
, t

z




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8
. Звідки маємо 
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.82
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,33
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 Це 

параметричні рівняння прямої DЕ . 
Застосуємо рівняння площини, що проходить через задану точку і має 

задану нормаль. Точка  2;1;1 F  задана. В якості нормалі шуканої площини 
візьмемо напрямний вектор прямої DЕ , тобто  2;2;3  an


. Тоді рівняння 

площини має вигляд , звідки . 
Підставимо параметричні рівняння прямої в рівняння площини, маємо 

      05822222333  ttt , звідки 051644499  ttt , 
, 2t . Це значення параметра t  відповідає точці перетину прямої 

і площини 
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



.4822

,2222

,3323

H

H

H

z

y

x

 

Відстань від точки F  до прямої DE  рівна відстані між точками  2;1;1 F  і 

 4;2;3H , тоді отримаємо       73694241213 222 d . 













,6

,21

,11

tz

ty

tx














.6

,12

,1

tz

ty

tx

x y z




















.616

,3112

,211

z

y

x

 6;3;2 

      0221213  zyx 05223  zyx

03417 t

D 
E 

F H 
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Відповідь: 












,82

,22

,33

tz

ty

tx

H

H  ,  4;2;3H , 7d . 

3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть кут між прямою 
3

1

412







 zyx
 і площиною 

0326  zyx . 

2. Знайдіть рівняння площини, що проходить через точку  1;1;3   

паралельно прямим 
3

1

2

3

2

2 






 zyx

 та 
3

1

2

4

1

4 






 zyx

. 

3. Знайдіть точку перетину площини 0132  zyx з прямою 

62

11 zyx









. 

4. Дано три точки D , E , F . Знайдіть параметричні рівняння прямої DЕ ; 
рівняння площини, що проходить через точку F  перпендикулярно прямій DЕ ; 
точку H  – точку перетину цієї площини з прямою DЕ ; відстань від точки F  до 
прямої DЕ . 

В
ар

іа
нт

 

D  E  F  

В
ар

іа
нт

 

D  E  F  

1.  7;1;5   3;3;9   3;0;6  2.  7;3;2    3;1;6    3;4;3   
3.  5;4;1   1;6;5   1;3;2  4.  7;6;2    3;4;6    3;7;3   
5.  4;5;5   0;7;9   0;4;6  6.  2;4;1   2;6;3    2;3;0   
7.  0;1;5   4;1;1   4;2;4  8.  10;2;2   6;4;2   6;1;1  
9.  8;0;2   4;2;6   4;1;3   10.  3;1;1   1;1;5    1;2;2   
11.  5;1;3    1;1;7   1;2;4   12.  6;4;1   2;2;5    2;5;2   
13.  7;1;1   3;1;5   3;2;2   14.  3;4;5   1;6;1    2;3;1  
15.  9;1;4    5;1;8   5;2;5   16.  2;2;1    6;4;3    6;1;0   
17.  9;1;3   5;3;1   5;0;2  18.  11;2;6    7;0;10   7;3;7   
19.  0;4;1   4;6;5    4;3;2   20.  8;0;4   4;2;0   4;1;3   
21.  6;2;0    2;0;4   2;3;1  22.  1;3;2   3;5;2    3;2;1   
23.  2;6;3   2;8;7    2;5;4   24.  2;1;3   2;3;1    2;0;2   
25.  2;3;3   2;5;7    2;2;4   26.  3;2;2   1;4;2    1;1;1   
27.  3;2;1   1;4;3    1;1;0   28.  0;2;3   4;4;1    4;1;2   
29.  9;4;4    5;2;8    5;5;5   30.  1;0;3   3;2;1    3;1;2   

 
  

05223  zyx
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Модуль 3 «ГРАНИЦІ ТА ПОХІДНІ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ» 
ГРАНИЦІ ФУНКЦІЙ НА БЕЗМЕЖНОСТІ І В ТОЧЦІ 

1. Основні поняття та теореми 
Нехай функція  xfy   визначена на інтервалі  ;a . Число A 

називається границею функції при x , якщо для будь-якого достатньо 
малого числа 0  можна вказати таке значення ax 0 , що для всіх 0xx   

виконується нерівність    Axf . Позначається   Axf
x




lim . 

Геометрично це означає, що при 0xx   всі значення функції попадають в 
 -трубку значення А, тобто в інтервал   AA ; . 

Нехай функція  xfy   визначена на інтервалі  а; . Число A 
називається границею функції при x , якщо для будь-якого достатньо 
малого числа 0  можна вказати таке значення ax 0 , що для всіх 0xx   

виконується нерівність    Axf . Позначається   Axf
x




lim . 

Геометрично це означає, що всі значення функції при 0xx   попадають в 
 -трубку значення А, тобто в інтервал   AA ; . 

  

Наприклад: 
2

arctglim





x
x

, 
2

arctglim





x
x

. 

Нехай функція  xfy   визначена на інтервалах  a ;  і  ;а . Число 
A є границею функції при x , якщо для будь-якого достатньо малого числа 

0  можна вказати таке значення ax 0 , що для всіх 0xx   виконується 

нерівність    Axf . Позначається   Axf
x




lim . 

Наприклад: 0
1

lim 
 xx

. 

Функція є безмежно малою при x , якщо її границя при x  
дорівнює нулю. 

Якщо функція має границю при x , то вона є збіжною при x . 
Функція є безмежно великою при x , якщо для будь-якого наперед 

заданого достатньо великого числа 0M  можна вказати таке значення 0x , що 

для всіх 0xx   виконується нерівність   Mxf  . 

В цьому випадку   


xf
x
lim . 

Безмежно велика функція при x  є розбіжною при x . 
Границя функції на безмежності характеризує поведінку функції на 

безмежності. 

A+ε 
y 

A 
A–ε 

x x0 

A+ε 
y 

A 
A–ε 

x x0 
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Число А називають границею функції  xfy   у точці 0x , якщо для будь-
якої послідовності  nx , що збігається до 0x , відповідна послідовність значень 
функції   nxf  збігається до числа А. 

Нехай функція  xfy   визначена в деякому околі точки 0x , за винятком, 
можливо, самої точки 0x . Число А називається границею функції  xfy   у 
точці 0x , якщо для будь-якого скільки завгодно малого 0  можна вказати 

таке 0 , що для всіх x  з нерівності  00 xx  (з проколотого околу точки 

0x ) виконується нерівність    Axf . 

Ці два означення границі функції в точці еквівалентні. 
Границя функції в точці позначається   Axf

xx


 0

lim . 

Знайти границю функції в точці 0x  – означає встановити до чого прямує 
значення функції при аргументу, що прямує до 0x . Спочатку просто підставляють 

0x  у функцію, що стоїть під знаком границі, у випадках визначеностей відразу 
отримують відповідь. 

Наприклад: 3
2

6

11

51312

1

532
lim

22

1












 x

xx
x

. 

Функція називається безмежно малою в точці 0x , якщо її границя в цій 
точці дорівнює нулю. 

Наприклад: 0lnlim
1




x
x

. 

Якщо функція має границю в точці 0x , то вона є збіжною в точці 0x . 
Функція називається безмежно великою в точці 0x , якщо для будь-якого 

наперед заданого достатньо великого числа 0M  можна вказати таке значення 
 , що для всіх x  з нерівності  00 xx  (з проколотого околу точки 0x ) 

виконується нерівність   Mxf  . 

В цьому випадку   


xf
xx 0

lim . 

Наприклад: 
 xx

1
lim

0
. 

Безмежно велика функція в точці є розбіжною в цій точці. 
Якщо є дві функції  xf ,  xg , границі яких рівні 

 

  Axf
x

xx



 0

lim , 

 

  Bxg
x

xx



 0

lim , то мають місце такі арифметичні властивості границь функцій: 

- границя суми двох функцій рівна сумі границь цих функцій 

 

     BAxgxf
x

xx



 0

lim ; 

- границя різниці двох функцій рівна різниці границь цих функцій 

 

     BAxgxf
x

xx



 0

lim ; 
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- границя добутку двох функцій рівна добутку границь цих функцій 

 

     BAxgxf
x

xx



 0

lim ; 

- границя частки двох функцій рівна частці границь цих функцій 

 

 
  B

А

xg

xf

x
xx




 0

lim  (   0xg , 0B ); 

- крім того, сталий множник можна виносити за знак границі функції 

 

  
 

 xcxfc
x

xx
x

xx








00

limlim ; 

- границя степеня функції дорівнює тому ж степеню границі функції 

 

  
 

 
k

x
xx

k

x
xx

xfxf



















 00

limlim ; 

- границя кореня функції дорівнює тому ж кореню границі функції 

 

 
 

 
k

x
xx

k

x
xx

xfxf








00

limlim . 

Можна легко визначити значення більшості виразів з арифметичними 

діями границь, крім випадків Невизначеностей   , 










, 








0

0
,  0 ,  1 , 

які треба розкривати. 
2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть границі функцій на безмежності: 

а) 
2

2

834

17
lim

xx

xx
x 




; б) 
42

23

65

16
lim

xx

xx
x 




; в) 
235

64
lim

2

23




 xx

xx
x

. 

Розв’язання: 

а) 
8

7

834

17
lim

2

2
















 xx

xx
x

 (якщо степені многочленів чисельника і 

знаменника рівні, то границя частки рівна відношенню коефіцієнтів при x  у 
найвищому степеню чисельника і знаменника). 

б) 0
65

16
lim

42

23
















 xx

xx
x

 (якщо степінь многочлена чисельника менше 

степеня многочлена знаменника, то границя частки рівна нулю). 

в) 














 235

64
lim

2

23

xx

xx
x

 (якщо степінь многочлена чисельника 

більше степеня многочлена знаменника, то границя частки є нескінченністю). 

Відповідь: 
8

7
 ; 0 ;  . 

2. Знайдіть границі: a) 










 1212

lim
2

2

3

x

x

x

x
x

; б) 










 1212

lim
2

2

3

x

x

x

x
x

. 
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Розв’язання: 

а)   
















  12

lim
12

lim
1212

lim
2

2

32

2

3

x

x

x

x

x

x

x

x
xxx

. 

б)  










 1212

lim
2

2

3

x

x

x

x
x

. Невизначеність виду    можна 

звести до невизначеності виду 










, якщо звести дроби до спільного 

знаменника, тоді маємо 
   
  




















 



 1212

1212
lim

1212
lim

2

223212

2

312 2

xx

xxxx

x

x

x

x
x

xx

x
 

4

1

1224
lim

1224

22
lim

23

23

23

2434






















 xxx

xx

xxx

xxxx
xx

. 

Відповідь:  ; 
4

1
. 

3. Знайдіть границі функцій: а)  xx
x




1lim 2 ; б)  23 42lim хxх
x




; 

в)   349lim 2 xxx
x




. 

Розв’язання: 
Маємо невизначеності виду    з коренями. Щоб позбутися різниці 

коренів помножимо і поділимо на спряжений вираз і застосовуємо формулу 
різниці квадратів. 

а)       












 xx

хx

xx

xxxx
xx

xxx 1

1
lim

1

11
lim1lim

2

22

2

22
2  

0
1

1

1
lim

2















 xxx

; 

б)       







 23

2323
23

42

4242
lim42lim

хxх

хxххxх
хxх

xx

 




























 23

3

23

232

23

232

42
lim

42

44
lim

42

44
lim

хxх

х

хxх

ххх

хxх

ххх
xxx

; 

в)       







 xxx

xxxxxx
xxx

xx 349

349349
lim 349lim

2

22
2  




















 xxx

x

xxx

xxx
xx 349

4
lim

349

949
lim

22

22

. Встановимо степінь 

знаменника 
3

2

6

4

33

4
lim

3
9

4
13

4
lim

3
9

4
19

4
lim

2
2












 









 

 xx

x

x
x

x

x

x
x

x
x

x
xxx

. 
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Відповідь: 0 ;  ; 
3

2
. 

4. Знайдіть границі функцій в точці: а) 
2

16
lim

2

1 


 x

xx
x

; б) 
2

16
lim

2

2 


 x

xx
x

; 

в) 
2

16
lim

2

2

1 


 x

xx

x

. 

Розв’язання: 

а) 
   

4
1

116

21

1116

2

16
lim

22

1












 x

xx
x

; 

б) 
   













 0

21

0

1224

22

1226

2

16
lim

22

2 x

xx
x

; 

в) 
   

0
5,1

0

5,1

15,05,1

25,0

15,05,06

2

16
lim

22

2

1













 x

xx

x

. 

Відповідь: 4 ;  ; 0. 

5. Знайдіть границі функцій: а) 










 16

1

4

1
lim

24 ххx
; б) 











 16

1

4

1
lim

24 ххx
. 

Розв’язання: 

а) 










 16

1

4

1
lim

24 ххx
. 

б)  










 16

1

4

1
lim

24 ххx
. Невизначеність виду    можна звести 

до невизначеності виду 










, якщо звести дроби до спільного знаменника, тоді 

отримаємо    














 44

1

4

1
lim

4

4 ххх

x

x









 0

7

16

3
lim

16

14
lim

2424 х

х

х

х
xx

. 

Відповідь:  ;  . 

6. Знайдіть границі функцій: а) 
1

532
lim

2

1 


 x

xx
x

; б) 
124

28
lim

2

2

2 


 xx

x
x

; 

в) 
2

12
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

Розв’язання: 

Це приклади з невизначеністю виду 








0

0
, для розкриття якої розкладають 

чисельник і / або знаменник на множники; після скорочення дужок, що давали 
нулі, матимемо визначеність. 

а) 


















 0

0

0

532

11

532

1

532
lim

2

1 x

xx
x

. 
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Для розкриття невизначеності 








0

0
 розкладемо чисельник на множники за 

формулою квадратного тричлена   21
2 xxxxacbxax  , де 1x  і 2x  – 

корені рівняння 02  cbxax . 

Так як для    0532 2 
cba

xx  дискримінант acbD 42   становить 

    494095243 2 D , корені 
22

73

22,1 






a

Db
x  рівні 

2

5

4

10
1 x , 1

4

4
2 


x , то     1521

2

5
2532 2 






  ххххxx . 

Тоді маємо 
  

1

152
lim

1 


 x

хx
x

. Скорочення усуває невизначеність 








0

0
, далі 

границя легко знаходиться     751252lim
1




x
x

. 

б) 















 0

0

12242

228

124

28
lim

2

2

2

2

2 xx

x
x

. 

Для розкриття невизначеності 








0

0
 розкладемо чисельник і знаменник на 

множники. 

Так як для 01242  xx  один із коренів це 21 x  (оскільки при 21 x  
знаменник перетворюється в нуль, то другий корінь 62 x  легко знаходиться 
за теоремою, оберненою до теореми Вієта. Тоді знаменник запишеться у 
вигляді 

 
   62124

62

2 


ххxx . Чисельник можна розкласти на множники за 

формулою скороченого множення     хххx  2224228 22 , тоді 

маємо 
  
  

  
  

 
1

8

42

6

22
lim

62

222
lim

62

222
lim

222
















 x

х

xх

хх

xх

хx
xxx

. 

в) 
   
    




















 0

0

211

121

211

1121

2

12
lim

2

2

2

2

1 xx

xx
x

. 

Розкладемо чисельник і знаменник на множники. 
Так як для 022  xx  корені за теоремою, оберненою до теореми Вієта, 

рівні 11 x  і 22 x , то знаменник можна записати у вигляді 

   212
21

2 


хxxx , для чисельника застосуємо формулу скороченого 

множення  22 112  ххx , тоді 
 

   0
3

0

2

1
lim

21

1
lim

1

2

1












 х

х

хx

х
xx

. 

Відповідь: 7 ; 1 ; 0. 
3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть границі функцій 
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Варіант  

1, 16 а) 
23

523
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
23

523
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
23

523
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

2, 17 а) 
87

32
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
87

32
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

, в) 
87

32
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

3, 18 а) 
2

253
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
2

253
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

, в) 
2

253
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

4, 19 а) 
65

132
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
65

132
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

, в) 
65

132
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

5, 20 а) 
82

45
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
82

45
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

, в) 
82

45
lim

2

2

4 


 xx

xx
x

. 

6, 21 а) 
65

992
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
65

992
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
32

992
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

. 

7, 22 а) 
6113

127
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
6113

127
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
6113

127
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

. 

8, 23 а) 
103

102
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
103

102
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
103

102
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

. 

9, 24 а) 
34

123
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
34

123
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
34

123
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

10, 25 а) 
12

352
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
12

352
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
12

352
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

. 

11, 26 а) 
2

2

45

25152
lim

xx

xx
x 




, б) 
2

2

3 45

25152
lim

xx

xx
x 




, в) 
2

2

5 45

25152
lim

xx

xx
x 




. 

12, 27 а) 
252

107
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
252

107
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
252

107
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

. 

13, 28 а) 
383

6
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
383

6
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

, в) 
383

6
lim

2

2

3 


 xx

xx
x

. 

14, 29 а) 
56

78
lim

2

2




 xx

xx
x

, б) 
56

78
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

, в) 
56

78
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

15, 30 а) 
34

76
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

, б) 
34

76
lim

2

2

2 


 xx

xx
x

, в) 
34

76
lim

2

2

1 


 xx

xx
x

. 

 
ПОХІДНІ ФУНКЦІЙ. ПРАВИЛА ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ 

1. Основні поняття та теореми 
Похідна функції рівна границі відношення приросту функції до приросту 

аргументу функції за умови, що приріст аргументу прямує до нуля, тобто 

похідні обчислюють за формулою 
x

y
y

x 



 0

lim . 
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Наприклад, розглянемо функцію 2хy  . 
Візьмемо два близькі значення аргументу х  і xх  , 

0х . Їм відповідають значення функції   2хxy   та 

   2xxxxy  . Тоді приріст функції рівний

   xyxxyy    22222 2 xxxxxxxх  . 

Підставимо вираз y  у формулу похідної 





 x

xxx
y

x

2

0

2
lim









0

0
. 

Розкриємо невизначеність 
    xxx

x

xxx
y

xx
22lim

2
lim

00








. 

Тобто для функції 2хy   похідна xy 2  або   xх 22 


. 
Похідні всіх елементарних функцій виведені і записані в таблицю похідних 

  0С    1х  таблиця похідних 

  1
 nn nхх    хх 22 


 xx cos)(sin   xx sin)(cos   

2

11

xx









   

х
х

2

1



  

x
x

2cos

1
tg    

x
x

2sin

1
ctg   

  aaa xx ln


   xx ee 


  
21

1
arcsin

x
x


   

21

1
arccos

x
x


  

 
ax

xa ln

1
log


   

x
x

1
ln    

21

1
arctg

x
x


   

21

1
arcctg

x
x


  

Операція диференціювання – це знаходження похідної. 
Нехай задано диференційовані функції  xuu   та  xvv  . Мають місце 

такі правила диференціювання. 

Похідна суми функцій рівна сумі похідних цих функцій   vuvu  . 

Похідна різниці функцій рівна різниці похідних цих функцій   vuvu  . 
Похідна добутку двох диференційованих функцій дорівнює сумі добутку 

похідної першої функції на другу та добутку похідної другої функції на першу: 

  vuvuvu  . 

Наслідок: Сталий множник можна винести за знак похідної   uCuС  . 
Похідна частки двох диференційованих функцій дорівнює різниці добутку 

похідної функції в чисельнику на функцію в знаменнику та добутку похідної 
функції в знаменнику на функцію в чисельнику, поділеній на квадрат функції в 

знаменнику: 
2

 
v

vuvu

v

u 








 . 

Наслідок: 
2v

vС

v

С 









 . 
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Нехай змінна y  є функцією від змінної u :  uFy  , а змінна u  є 
функцією від незалежної змінної x :  xfu  . Функція   xfFy   є складеною 
функцією – функція від функції. 

Похідна складеної функції рівна похідній даної функції за проміжним 
аргументом, помноженій на похідну проміжного аргументу за незалежною 
змінною x , тобто       xfxfFuuFy  . 

Диференціалом функції  xfy   називається добуток похідної функції 
 xf   на приріст змінної x . Диференціал функції позначається dy : 

  xxfdy  . 
Диференціал незалежної змінної x  – це її приріст 0xxx  , тобто xdx  . 

Тоді диференціал функції записується у вигляді  dxxfdy  , звідки маємо ще 

одне позначення похідної y
dx

d
. 

Наприклад:   dxxxd 45 5 ,   xdxxd cossin  . 
Геометрично похідна в точці  0xfy   являє собою кутовий коефіцієнт 

дотичної лінії до графіка функції  xfy   у точці 0x . Тобто  tgy , де  – кут 
нахилу дотичної лінії до осі х. 

Так як нормаль до графіка в точці перпендикулярна дотичній лінії до 

графіка функції в цій же точці, то кутовий коефіцієнт нормалі 
 0

1

xf
kn 

 . 

Рівняння дотичної у точці  00 ; yx  до графіка функції  xfy  : 

  000 xxxfyy  . Рівняння нормалі у точці  00 ; yx  до графіка функції 

 xfy  : 
   0

0
0

1
xx

xf
yy 


 . 

2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть похідні функцій: а) 
4

1

x
y  , б) 3 2xy  , в) 3 4xy  . 

Розв’язання: 

а) Спочатку запишемо функцію у вигляді 4 xy . Застосуємо   1
 nn nxx , 

отримаємо 
5

5 4
4

x
хy   . 

б) Спочатку запишемо функцію у вигляді 3

2
3 2 xxy  . Застосуємо 

  1
 nn nxx , отримаємо 

3
3

1

 3

2

3

2

x
хy 


. 

в) Спочатку запишемо функцію у вигляді 3

4
3 4 xxy  . Застосуємо 

  1
 nn nxx , отримаємо 33

1

3

4

3

4
xxy  . 
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Відповідь: а) 
5

4

x
y  , б) 

3 3

2

x
y  , в) 3

3

4
хy  . 

2. Знайдіть похідні функцій: а) xу sin3 , б) xу ln5 . 
Розв’язання: 

а)   xxу cos3sin3  , б)  
xx

xу
51

5ln5  . 

Відповідь: а) xу cos3 , б) 
x

у
5

 . 

3. Знайдіть похідні функції 1log8tg5cos35
1

3
5  xxxx

x
xy x . 

Розв’язання: 

  0
3ln

1
8

2

1

cos

1
5sin35ln5

1
5

22
4 








xxx
x

x
xy x . 

Відповідь: 
3ln

8

2

1

cos

5
sin35ln5

1
5

22
4

xxx
x

x
xy x  . 

4. Знайдіть похідні функцій: а) xxy arctg5  , б) xxy arcsintg  . 
Розв’язання: 

а)    
2

5455

1

1
arctg5arctgarctg

x
xxxxxxxy





 , 

б)    
22

1

1
tgarcsin

cos

1
arcsintgarcsintg

x
xx

x
xxxxy


 . 

Відповідь: а) 
2

5
4

1
arctg 5

x

x
xxy


 , б) 

22
1

tg

cos

arcsin

x

x

x

x
y


 . 

5. Знайдіть похідні функцій: а) 
x

x
y

ln

cos
 , б) 

x

x
y

5

2

 . 

Розв’язання: 

а) 
   

x
x

xxx

x

xxxx
y

22 ln

1
coslnsin

ln

lncoslncos





 , 

б) 
   

  x

xx

x

xx xxxx
y

25

5ln552

5

55 2

2

22 






 . 

Відповідь: а) 
xx

xxxx
y

2ln

coslnsin 
 , б) 

x

xx xx
y

25

5ln552 2 
 . 

6. Знайдіть похідні функцій: а)   xexxy  cos , б) 
x

x
y

x ln2 
 . 

Розв’язання: 

а)         xxxx exxe
x

xexxexxy 





 





 cos

2

1
sincoscos , 
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б)      
 

   
 2

1

2
ln2

2ln2ln21

ln2

ln2ln2

x

xxx

x

xxxx
y

x

xx

x

xx














. 

Відповідь: а) xe
x

xxxy 





 

2

1
sincos , б) 

 
.

ln2

12ln2ln2
2

x

xx
y

x

xx




  

7. Знайдіть похідні функцій: а) xy 5tg , б) xey 2 . 
Розв’язання: 

а)  
xx

x
x

y
5cos

5
5

5cos

1
5

5cos

1
222

 , 

б)     xxx eexey 222 222   , 

Відповідь: а) 
x

y
5cos

5
2

 , б) xey 22  . 

8. Знайдіть похідні функцій xy tgln  та xy tgln . 
Розв’язання: 

  
xxxx

x
cossin

1

cos

1

tg

1
tgln

2
 ,   

   xxxx
x

lncos

11

lncos

1
lnctg

22
 . 

Відповідь: 
xxcossin

1
 і 

 xx lncos

1
2

. 

9. Знайдіть похідні функцій хy arcsin  та xy arcsin . 
Розв’язання: 

  
  xx

х
2

1

1

1
arcsin

2






,   

21

1

arcsin2

1
arcsin

xx
x





. 

Відповідь: 
22

1

xx 
 і 

  xx arcsin12

1
2

. 

10. Знайдіть похідні функцій 3cos хy   та xy 3cos . 
Розв’язання: 

     233 3sincos xхх 


,       xxx sincos3cos 23 


. 

Відповідь: 32 sin3 xx  і xxsincos3 2 . 
11. Знайдіть похідну функції xey 3sintgln . 
Розв’язання: 

      





 x
xx

x
x

x e
ee

e
e

ey 3sin
3sin23sin

3sin
3sin

3sin

cos

1

tg

1
tg

tg

1
tgln  

  .3cos3
cos

1

tg

1
3sin

cos

1

tg

1 3sin
3sin23sin

3sin
3sin23sin

xe
ee

xe
ee

x
xx

x
xx

  

Відповідь: 
xx

x

ee

xe
y

3sin3sin

3sin

cossin

3cos3
 . 

12. Обчисліть диференціал функції xey 3cos . 
Розв’язання: 
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3sin 33  xx eey , dxeedy xx 33 sin3 . 

Відповідь: dxee xx 33 sin3 . 
13. Обчисліть приріст та диференціал функції 923 2  xxy  в точці 
10x , якщо 1,0x . 
Розв’язання: 
Приріст функції визначається формулою      000 xfxxfxy  . В точці 

10x  обчислюємо       17,391,121,131,11,01 2
0  ffxxf , 

    4912131 2
0  fxf , тоді       83,0417,311,11  ffy . 
Диференціал функції в точці визначається формулою    dxxfxdy 00  . 

Оскільки маємо   26  xxfy ,     821610  fxf , 1,0 xdx , то 
  8,01,080 xdy . 

Відповідь:   83,01 y ;   8,01 dy . 
14. Складіть рівняння дотичної та рівняння нормалі до графіка функції 
3xy   в точці 10 x . 
Розв’язання: 

Оскільки   111 3 y , то 10 y . Оскільки 23xy  ,   31 y
, то рівняння дотичної у точці  1;1  до графіка функції: 

 131  xy  або 23  xy , рівняння нормалі у точці  1;1  до 

графіка функції:  1
3

1
1  xy  або 

3

4

3

1
 xy  

Відповідь: 23  xy , 
3

4

3

1
 xy . 

3. Завдання для самостійного виконання 
1. Знайдіть похідні функцій з рядка таблиці згідно з номером варіанта.

 
 

1. xxy 100sincos 10     xxy 714 3   xey  arccosln  xy tg5  

2. xxy 10cossin 100     xxy 512 7   xey  arctgln  xy sin3  

3. xxy 7tg3 6   xxy 2arcsin5    523ctg xxy   xy cosln  

4. xxy 6ctg7 3   xxy 5arccos2    325tg xxy   xy sinln  

5. xxy cosarcsin 3   xey x 7arccos
2

  2arcctgxy   xy 5tgln  

6. xxy 3sinarccos   xey x 5arcsin
3

  2arctgxy   xy 7ctgln  

7. xy x 2tg arccos2    xxy 7sin43   2arsinln xy   xey 4arcctg  

8. xy x 2ctg arcsin2    xxy 3cos74   2arctgln xy   xey 3arccos  

9. xxy arctglntg   xxy 5cosln7    3cos 2

4 xx ey   x
y

1
cosln  

10. xxy arccoslnsin   xxy 7sinln5    2sin 3

4 xx ey   x
y

1
sinln  

графік 
функції дотична 

нормаль 
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ПОХІДНІ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ. ПРАВИЛО ЛОПІТАЛЯ 
1. Основні поняття та теореми 

Похідною n-ого порядку функції  xfy   називається похідна похідної 

 1n -ого порядку функції. Позначається  ny  або   xf n , використовуються 

також позначення y  , y  , IVy … 

Для функції  xfy   похідна першого порядку y  або 
dx

dy
; похідна 

другого порядку   yy  або 
2

2

dx

yd
; похідна третього порядку   yy  або 

3

3

dx

yd
... 

Наприклад: для функції 184 23  xxxy  маємо 883 2  xxy , 

86  xy , 6y ,   04 y . 
Наприклад: для функції xy sin  маємо xy cos , xy sin , xy cos , 

  xy sin4  ,   xy cos5  . 
Правило Лопіталя – метод знаходження границь функцій, що розкриває 

невизначеності виду 








0

0
 і 











: границя відношення функцій дорівнює 

границі відношення їхніх похідних 
 

 
 

 

 
 xg

xf

xg

xf

x
xx

x
xx 








 00

limlim . 

2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть похідну другого порядку функції  23 5 xy . 
Розв’язання: 

  2523 306352 xxxxy  ; 

xxxxy 603023056 44  . 

Відповідь: xxy 6030 4  . 

2. Знайдіть похідну другого порядку функції   xexy 22 2 . 
Розв’язання: 

         2222222 222222222 





 xxexexexeexy xxxxx ; 

          





 xxxx exxxeexxxxey 2222222 2212222222

       .54222142222214222 2222222  xxexxxeexxxe xxxx  

Відповідь: xxx exeexy 2222 1084  . 
3. Знайдіть похідну третього порядку функції xy arcsin  . 
Розв’язання: 

  2

1
 2

2
1

1

1 



 x

x
y ;       2

3
 22

3
 2 121

2

1 
 xxxxy ; 
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         
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

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3
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3
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Відповідь: 
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
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
 . 

4. Знайдіть похідну другого порядку 
x

x
y

cos1

sin


 . 

Розв’язання: 
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Відповідь: 
 2cos1
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x

x


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5. Знайдіть границю функції 
1

1
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6

1 
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 xxx

x
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Розв’язання: 
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. Застосуємо правило Лопіталя 
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х
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Відповідь: 5,1 . 

6. Знайдіть границю функції 
1
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1  x
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Розв’язання: 
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Відповідь: 1. 

7. Знайдіть границю функції 
x

x

x 2cos
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Розв’язання: 
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Відповідь: 1. 
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8. Знайдіть границю функції 
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xee xx

x sin

2
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Розв’язання: 
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Відповідь: 2. 

9. Знайдіть границю функції 
xx e

x
2

3 1
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


. 

Розв’язання: 
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Відповідь: 0. 

10. Знайдіть границю функції 




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Розв’язання: 
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. Зведемо дроби до спільного знаменника 
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Відповідь: 
2

1
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11. Знайдіть границю функції 

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Розв’язання: 
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Відповідь: 5ln . 
3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть другі похідні функцій згідно з номером варіанта. 

1.    1ln32 2  xxy  2cos xxy   2.   xxy arctg12   хxy 5sin2   
3.   xxy 2ln12   хxy 2tg3   4.   xxy cos12 3    13ln  xxy  
5.   xexy 23 14   

3sin xxy   6.   xxy 22 ln3    132  xy x
 

7.   xxxy arctg3   хxy 2sin3   8.   xxy sin13 2   xxy 3ln  
9.    1ln1  xxy  хxy 3tg2   10.   xxy 2sin13     xexy 315   

2. Знайдіть границі функцій, застосовуючи правило Лопіталя: 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

1. Основні поняття та теореми 
Функція зростає на проміжках, де похідна функції додатна; функція 

спадає на проміжках, де похідна функції від’ємна. 
Точки, де похідна функції рівна нулю або не існує, є критичними першого 

роду для функції, в них можуть бути екстремуми (максимуми або мінімуми). 
Якщо при переході через критичну точку першого роду похідна функції змінює 
знак з плюс на мінус, то в цій точці функція має максимум; якщо при переході 
через критичну точку першого роду похідна функції змінює знак з мінуса на 
плюс, то в цій точці функція має мінімум. 

Графік функції опуклий вниз на проміжках, де друга похідна функції 
додатна; графік функції опуклий вгору на проміжках, де друга похідна функції 
від’ємна. В точках, де друга похідна функції рівна нулю або не існує, є 
критичними другого роду для функції, в них можуть бути перегини графіка 
функції. Якщо при переході через критичну точку другого роду друга похідна 
функції змінює знак, то в цій точці графік функції має перегин. 

Схема простого дослідження функції. 
I. Знайти область визначення та область значень функції. 
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II. Знайти інтервали монотонності (зростання та спадання) функції, точки 
локальних екстремумів та значення функції в цих точках. 

III. Знайти інтервали опуклості і вгнутості функції, точки перегину графіка 
та значення функції в цих точках. 

IV. Використовуючи всі отримані результати, побудувати графік функції. 
Пряма називається асимптотою функції, якщо графік функції необмежено 

наближається до неї при зростанні абсциси чи ординати. 
Асимптоти бувають вертикальні та похилі (горизонтальні). 
Графік функції  xfy   при змінній, що прямує до деякої точки ax  , 

має вертикальну асимптоту, якщо границя функції в цій точці рівна 
безмежності   


xf

ax
lim . Точка ax   є точкою розриву графіка функції, а 

рівняння вертикальної асимптоти має вигляд ax  . 
Вертикальні асимптоти слід шукати в тих точках, де функція невизначена. 
Рівняння похилої асимптоти графіка функції  xfy   задається рівнянням 

прямої на площині bkxy  , де кутовий коефіцієнт k  та вільний коефіцієнт b  

обчислюються за формулами 
 
x

xf
k

x 
 lim ,   kxxfb

x



lim . Якщо обидві 

границі існують і скінченні, то функція має похилу асимптоту, інакше – не має. 
Іноді слід окремо розглядати випадки x  та x . 
Графік функції  xfy   має горизонтальну асимптоту by  , якщо 

 
0lim 

 x

xf
k

x
 та  xfb

x 
 lim . 

2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть асимптоти графіка функції 
6

2 2





x

xx
y . 

Розв’язання: 
В точці 6x  функція невизначена, в цій точці може існувати 

вертикальна асимптота. 
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Розглянемо поведінку функції зліва і справа від точки 6x , маємо 
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Перевіримо наявність похилих асимптот. 
 

  2
6

2
lim

6

2
limlim

2

22










 xx

xx

xx

xx

x

xf
k

xxx
, 

    















x
x

xx
kxxfb

xx
2

6

2
limlim

2

11
6

11
lim

6

1222
lim

22

























 x

x

x

xxxx
xx

. 
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Отже, похила асимптота 112  xbkxy . 

Відповідь: вертикальна асимптота 6x ; похила асимптота 112  xy . 

2. Дослідіть функцію 23
3

1 23  xxxy  та побудуйте її графік. 

Розв’язання: 
I. Область визначення функції   ;x . Область значень функції 
  ;y . 

II. Знайдемо першу похідну функції 323
3

1 2  xxy  або 322  xxy  

і прирівняємо її до нуля: 0322  xx . Розв’язками цього рівняння є 11 x  
та 32 x . Це критичні точки першого роду. 

Критичні точки розбивають числову пряму на три 
інтервали. При  1;x  і   ;3x  похідна функції 
додатна, функція зростає; при  3;1x  похідна функції 
від’ємна, функція спадає. Тоді 1max x , 3min x . 

Визначимо значення функції в точках мінімуму та максимуму: 

       
3

2
3231

3

1
21311

3

1
1 23

max  yy , 







3

2
3;1A ; 

  7299923333
3

1
3 23

min  yy ,  7;3 B . 

III. Знайдемо другу похідну функції   22322 


 xxxy  і 
прирівняємо її до нуля: 022 x , звідки маємо 1x . Це критична точка 
другого роду. 

Критична точка розбиває числову пряму на два інтервали. 
При  1;x  друга похідна функції від’ємна, графік функції 
опуклий вгору; при   ;1x  друга похідна функції додатна, 
графік функції опуклий вниз; 1x  є абсцисою точки перегину. 

– + + 
–1 3 

+ – 1 
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Знайдемо значення функції в цій точці. 

 
3

2
1

3

1
2231

3

1
21311

3

1
1 23 y , 






 

3

2
1;1P . 

IV. Скориставшись отриманими результатами, складемо таблицю значень 
функції і побудуємо графік. 

х  1;x  –1  1;1x  1  3;1x  3   ;3x  

у зростає 
опуклий 3

2
3  спадає 

опуклий 3

2
1  спадає 

вгнутий 
–7 зростає 

вгнутий 

 

3. Знайдіть найбільше та найменше значення функції 23 23  xxy  на 
відрізку  1;1 . 

Розв’язання: 

Знайдемо критичні точки. Оскільки xxxxy 63233 22  , 063 2  xx , 
  023 xx , то критичні точки 0x  або 2x . Відрізку  1;1  належить точка 

0x . 
Знайдемо значення функції у критичній точці відрізка   20 y , а також на 

кінцях відрізка   22311 y ,   02311 y . 

Порівнявши ці значення функції, виберемо найбільше 
 

  20max
1;1




yy  і 

найменше 
 

  21min
1;1




yy . 

Відповідь: 2 ; 2 . 
3. Завдання для самостійного виконання 

1. Знайдіть асимптоти графіка функції згідно з номером варіанта. 
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1. 
 21

4




x

x
y  2. 

1

12





x

xx
y  3. 

xx
y

2

2
2 

  

4. 
32

4
2 


xx

y  5. 
29

12

x

x
y


  6. 

1

332





x

xx
y  

7. 
 

2

14
2

2





xx

x
y  8. 

4

142





x

xx
y  9. 

 2
2

1

96





x

xx
y  

10. 
 
 21

18






x

x
y  11. 

 2

2

1


x

x
y  12. 

223

4

xx
y


  

13. 
xx

x
y





2

2312
 14. 

32

369
2

2





xx

xx
y  15. 

4

8
2 


x

x
y  

2. Проведіть дослідження функції та побудуйте її графік. 

1. 53
2

1 23  ххy  2. 32
3

1 23  ххy  3. хххy 2
2

1

3

1 23   

4. 53
2

1 23  ххy  5. 2
2

3

2

1 23  ххy  6. 94
3

1 23  ххy  

7. хххy 2
2

1

3

1 23   8. 1
2

3

2

1 23  ххy  9. 1
2

1

3

1 23  ххy  

10. 4
2

3

5

1 23  ххy  11. хххy 52
3

1 23   12. 4
2

3

3

1 23  ххy  

13. 2
2

5

3

1 23  ххy  14. 5
4

5

6

1 23  ххy  15. хххy 3
3

1 23   

16. 93
3

1 23  ххy  17. 93
5

1 23  ххy  18. 5
4

5

6

1 23  ххy  

19. хххy 9
2

3

4

1 23   20. 9
2

3

5

1 23  ххy  21. 3
2

3

6

1 23  ххy  

22. 2
4

3

8

1 23  ххy  23. хххy 2
4

3

6

1 23   24. 5
2

3

6

1 23  ххy  

25. 9
2

3

8

1 23  ххy  26. 53
9

1 3  ххy  27. хххy 2
6

1

9

1 23   

28. 2
4

3

8

1 23  ххy  29. 1
3

1

9

1 23  ххy  30. 3
9

1 23  ххy  
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Модуль 4 «ІНТЕГРАЛИ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ» 
НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ. БЕЗПОСЕРЕДНЄ ІНТЕГРУВАННЯ 

1. Основні поняття та теореми 
Операція обернена до операції диференціювання називається інтегруванням. 
Якщо відомо похідну деякої функції )(xfy  , то функція )(xFy  , для 

якої справджується рівність )()( xfxF  , називається первісною для )(xf . 

Приклад: для ;5xy   первісна  6

6

1
xy  , бо   56 6

6

1

6

1
xx 

 . 

Також первісними є функції, що відрізняються на сталу величину. 
Якщо функція )(xF  є первісною для функції )(xf , то вираз CxF )(  

називається невизначеним інтегралом і позначається символом 

  CxFdxxf )()( . Функція )(xf  називається підінтегральною функцією, 

вираз dxxf )(  – підінтегральним виразом,  – знак інтеграла. 

На основі таблиці похідних та похідних деяких виразів складемо таблицю 
інтегралів. 

Cdx  0  Cxxdx  sincos  

Cxdxdx  1  Cxxdx  cossin  

C
n

x
dxx

n
n 






 1

1

, 1n  Cx
x

dx
 tg

cos2
 

 
C

xnx

dx
nn





 11

1
, 1n  Cx

x

dx
 ctg

sin 2
 

Cx
x

dx
 ln  Cxxdx  sinlnctg  

C
a

a
dxa

x
x  ln

 Cxxdx  coslntg  

Cedxe xx   Cx
x

dx


 arctg
1 2

 

C
xa

xa

axa

dx






 ln

2

1
22

, ax   Cx
axa

dx


 arctg
1

22
 

C
ax

ax

aax

dx






 ln

2

1
22

, ax   Cx
x

dx



 arcsin

1 2
, 1x  

Caxx
ax

dx



 22

22
ln  C

a

x

xa

dx



 arcsin

22
, ax   

При інтегруванні використовують такі властивості: 
- невизначений інтеграл від суми (різниці) будь-якого скінченого числа 

функцій дорівнює сумі (різниці) невизначених інтегралів від цих функцій 
          dxxgdxxfdxxgxf . 

- сталий множник можна винести за знак інтеграла   dxxfkdxxfk )()( . 
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Можна застосувати формулу з таблиці інтегралів, якщо аргумент функції і 
змінна під знаком диференціала однакові. Але можна застосовувати табличні 
формули і у випадках, коли до змінної додається чи віднімається число або 
коли змінна множиться чи ділиться на число: 

    CkxFdxkxf  , оскільки   dxdkdkkxd  ; 

    CkxF
k

dxkxf 
1

, оскільки   kdxkdxxdkkxd  . 

2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть інтеграл    dxx
235 . 

Розв’язання: 

      dxxdxdxxdxxdxdxxxdxx 3636323 1025102510255

C
xx

xdxdxx   74
1025

74
6 . 

Відповідь: C
x

xx 
72

5
25

7
4 . 

2. Знайдіть інтеграли  dxx ,  dxx3 . 

Розв’язання: 
Представимо корені у вигляді степеня і застосуємо табличний інтеграл 

C
n

x
dxx

n
n 






 1

1

, маємо C
x

dxxdxx  
2

3

2

3

2

1

, C
x

dxxdxx  
3

4

3

4

3

1
3 . 

Відповідь: Cx 3

3

2
, Cx 3 4

4

3
. 

3. Знайдіть інтеграл  







 dxx

xx

20
123

117
. 

Розв’язання: 
Представимо корінь у вигляді степеня і застосуємо табличні інтеграли 

C
n

x
dxx

n
n 






 1

1

 та 
 

C
xnx

dx
nn





 11

1
, отримаємо 








 dxx

xx

20
123

117
 

C
x

x
x

dxxdx
x

dx

x

dxx
x

x

















  2111

1

2

1

1
17

117117 21

11

2

1
20

12

2

3
20

12

2

3
. 

Відповідь: C
x

xx


2111

134 21

11
. 

4. Знайдіть інтеграли    dxxx cos3sin2 ,    dxex x 34cos2 . 

Розв’язання: 
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  Cxxxdxxdxdxxx   sin3cos2cos3sin2cos3sin2 , 

  Cxexdxdxexdxdxex xxx   34sin234cos234cos2 . 

Відповідь: Cxx  sin3cos2 , Cxex x  34sin2 . 

5. Знайдіть інтеграли  





  dx

xx
x

2cos

1
2

3
,  






  dx

x
x x5

2
7 . 

Розв’язання: 

Cxx
x

dx
dx

x

dx
dx

xx

x
xx 






   tg

2ln

2
ln3

cos
23

cos

1
2

3
22

, 

Cx
x

dx
x

dx
xdxdx

x
x

x
xx 






    5ln

5
ln2

2
75275

2
7

2

. 

Відповідь: Cxx
x

 tg
2ln

2
ln3 , Cx

x x


5ln

5
ln2

2
7

2

. 

6. Знайдіть інтеграли   32x

dx
,   32x

dx
. 

Розв’язання: 

Застосуємо формули C
a

x

axa

dx


 arctg
1

22
 і C

ax

ax

aax

dx






 ln

2

1
22

: 

 
C

x

x

dx

x

dx





 
3

arctg
3

1

33 222
, 

 
C

x

x

x

dx

x

dx









  3

3
ln

32

1

33 222
. 

Відповідь: C
x


3
arctg

3

1
, C

x

x





3

3
ln

32

1
. 

7. Знайдіть інтеграли 
 225 x

dx
, 

 225 x

dx
. 

Розв’язання: 

Застосуємо C
a

x

xa

dx



 arcsin

22
 і Caxx

ax

dx



 22

22
ln : 

C
x

x

dx

x

dx






 5

arcsin
525 222

, 

Cxx
x

dx



 25ln

25

2

2
. 

Відповідь: C
x


5
arcsin , Cxx  25ln 2 . 

8. Знайдіть інтеграли   dxex 7 ,    dxx 3cos ,   5x

dx
, 

 
 29x

dx
. 



 80 

Розв’язання: 

Cedxe xx   77 ,     Cxdxx  3sin3cos , Cx
x

dx


 5ln
5

,

   
C

x
C

xx

dx









 9

1

91

1

9 12 . 

Відповідь: Ce x 7 ,   Cx 3sin , Cx  5ln , C
x





9

1
. 

9. Знайдіть інтеграли  dxe x3 ,  xdx2cos ,   dxx5 , 
3

cos2 x
dx

. 

Розв’язання: 

Cedxe xx  33

3

1
, Cxxdx  2sin

2

1
2cos , Cdx

x
x 


 5ln

5
5 , 

C
x

g
x

dx
 3

t3

3
cos2

. 

Відповідь: Ce x 3

3

1
, Cx 2sin

2

1
, C

x




5ln

5
, C

x


3
tg3 . 

10. Знайдіть інтеграли    dxx 32cos ,    dxx 54sin , 






 1

3
sin 2 x

dx
. 

Розв’язання: 

    Cxdxx  32sin
2

1
32cos ,     Cxdxx  54cos

4

1
54sin , 

C
x

x
dx







 







 

 1
3

ctg3
1

3
sin 2

. 

Відповідь:   Cx  32sin
2

1
,   Cx  54cos

4

1
, C

x







  1

3
ctg3 . 

11. Знайдіть інтеграл   2582 xx

dx
,   136

9
2 xx

dx
. 

Розв’язання: 
Виділимо повні квадрати у знаменниках 

 
C

x

x

dx

xx

dx

xx

dx











  3

4
arctg

3

1

3491642258 2222
, 

 
C

x

x

dx

xx

dx

xx

dx











  2

3
arctg

2

9

23

9

4932

9

136

9
2222

. 

Відповідь: C
x



3

4
arctg

3

1
, C

x



2

3
arctg

2

9
. 
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3. Завдання для самостійного виконання 
1. Знайдіть інтеграли з рядка таблиці згідно з номером варіанта. 

1.  





  dxx

x
x 3 5

4
4 3

7

 
 






  dx

xx
x10

cos

34
9

2
 


 29 x

dx

 
  92x

dx

 

2.  





  dxx

x
x 3 4

3
9 2

5

 
 






  dx

xx
x9

sin

43
10

2
 


 29 x

dx

 
  92x

dx

 

3.  





  dxx

x
x 4 5

3
3 4

5
 
 






  dx

x

x
x x7

2

cos5
3

 


 249 x

dx

 
  492x

dx

 

4.  





  dx

xx
x

53
4 31

2
 
 






  dx

x

x
x x3

5

cos2
7

 


 249 x

dx

 
  492x

dx

 

5.  





  dxx

x
x 3 2

2
4 10

3
 
 






  dx

x
ex x 3

5
8sin6

 


 24 x

dx

 
  42x

dx

 

6.  





  dxx

x
x 7

3
3 9

3
 
 






  dx

x
ex x 6

8
5cos3

 


 24 x

dx

 
  42x

dx

 

7.  





  dx

x
xx

4
43 5

2
 

 





  dx

x

x
ex

2cos

9

8
72

 


 236 x

dx

 
  362x

dx

 

8.  





  dxx

x
x 9

7
4 7

4
 
 






  dx

x

x
ex

2sin

2

7
89

 


 236 x

dx

 
  362x

dx

 

9.  





  dxx

x
x 2 3

2
8 3

10

 
 






  dx

xx
x8

cos

67
4

2
 


 216 x

dx

 
 162x

dx

 

10.  







 dx

xx
x

35 2

3

4

15

 
 






  dx

xx
x4

cos

76
8

2
 


 216 x

dx

 
 162x

dx

 
2. Знайдіть інтеграли з рядка таблиці згідно з номером варіанта. 

1.
 

   dxx8sin , dx
x

 5
sin ,   dx

x
3

2  
2.

 
   dxx 8sin , dxx 5sin ,   dx

x

3
2

 

3.
 

   x

dx

8sin 2
, 

5
sin 2 x

dx ,  32x

dx

 4.
    8sin 2 x

dx
,  x

dx

5sin 2
,   x

dx

23  

5.    18 2x

dx
, 







 1

8

2
x

dx
, 







 

4

3
2

x

dx

 6.    18 2x

dx
, 

  18 2x

dx
, 







 

4

2
3

x

dx

 

7.  
 281 x

dx
, 









2

8
1

x

dx
, 

3
2

x
dx

 
8.  

 281 x

dx
, 

 
 281 x

dx
, 


2

3
x

dx
 

9.   dxx2 ,   dx
x

2 ,    dxx 932  10.   dxx2 ,   dxx2 ,    dxx 923  
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МЕТОДИ ІНТЕГРУВАННЯ 
1. Основні поняття та теореми 

Розглянемо такі методи інтегрування, як внесення під знак диференціала, 
заміна змінної, частинами. 

Так як похідна складеної функції   xy   – це     xxy  , то 

інтеграл       dxxx  має дорівнювати    Cxy  . 

Знаходять інтеграл від складеної функції     xx   методом внесення 

 x  під знак диференціала     
  

         Cxxdxdxxx
xd

 



. 

Застосовують наступні внесення виразів під знак диференціала: 

 22 xdxdx  ,  323 xddxx  ,  xx eddxe  ,  xx adadxa ln ,  xdxdx sincos  , 

 xdxdx cossin  ,  xd
x

dx
tg

cos2
 ,  xd

x

dx
сtg

sin2
 ,  xd

x

dx
ln ,  xd

x

dx


2
. 

Метод заміни змінної застосовують, наприклад, при інтегруванні 
ірраціональних функцій. Нову змінну  xgt   вводять замість виразу, що 
ускладнює функцію або повторюється, причому замінити треба і dx , 
виразивши його з  dxxgdt  . Інтегрування проводиться по новій змінній. В 
кінці робиться зворотна заміна. 

Формула інтегрування частинами має вигляд   vduuvudv . 

Інтегрування частинами застосовують: 
1) в інтегралах виду   dxexP x ,   dxaxP x ,   xdxxP sin ,   xdxxP cos  

(де  xP  – многочлен, позначають  xPu  , dv  – залишок підінтегральної 
функції); 

2) в інтегралах виду   xdxxP alog ,   xdxxP ln ,   xdxxP arcsin ; 

  xdxxP arccos ,   xdxxP arcctg ,   xdxxP arctg  (де наявність  xP  є 

необов’язковою, позначають u  – логарифмічна або обернена тригонометрична 
функція,  dxxPdv  ). 

2. Приклади виконання завдань 

1. Знайдіть інтеграли  22sin

2

x

xdx
,   21 x

xdx
,   dxxx 235

3

, 
 3

2

1 x

dxx
. 

Розв’язання: 
 

Cx
x

xd

x

xdx
  2

22

2

22
ctg

sinsin

2
, 

 
Cx

x

xd

x

xdx






  1ln

2

1

1

1

2

1

1

2

2

1 2
2

2

2
, 

  Cxddxx
x

xx   5ln

5
535

3
33 32 , 

 
 

   
C

xx

xd

x

dxx














2

1
32

1
3

3

2

1
3

2

1
2

1

1

3

1

1

1

3

1

1

3

3

1
. 

Відповідь: Cx  2ctg , Cx  21ln
2

1
, C

x


5ln

5
3

, Cx  31
3

2
. 
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2. Знайдіть інтеграли  xdxx sincos20 ,  x

xdx
7sin

cos
,  xdxx 2cos2sin 6 . 

Розв’язання: 

  C
x

xxdxdxx   21

cos
coscossincos

21
2020 , 

 
C

xx

xd

x

xdx
  677 sin6

1

sin

sin

sin

cos
, 

    C
x

xxdxxdx   7

2sin

2

1
2sin2sin

2

1
22cos2sin

2

1 7
66 , 

Відповідь: C
x


21

cos21

, C
x


6sin6

1
, C

x


14

2sin 7

. 

3. Знайдіть інтеграли  dx
x

e x

2

tg

cos
,   xx

dx
22 ctgsin

. 

Розв’язання: 

  Cexde
x

dx
e xxx   tgtg

2
tg tg

cos
, 

 
C

xx

xd

x

dx

x
  ctg

1

ctg

ctg

sinctg

1
222

. 

Відповідь: Ce x tg , C
x


ctg

1
. 

4. Знайдіть інтеграли   42x

x

e

dxe
, 

x

dxe x

2
,  dx

x

x2ln
,  xx

dx

ln
. 

Розв’язання: 
 

 
C

e

e

ed

e

dxe x

x

x

x

x





  2

arctg
2

1

24 222
,   Cexde

x

dx
e xxx   2

, 

  C
x

xxd
x

dx
x   3

ln
lnlnln

3
22 , 

 
Cx

x

xd

x

dx

x
  lnln

ln

ln

ln

1
. 

Відповідь: C
e x


2

arctg
2

1
, Ce x  , C

x


3

ln3

, Cx lnln . 

5. Знайдіть інтеграл   x

dx

1
. 

Розв’язання: 























tdtdx

tx

tx

x

dx

2
1

2 





























  dt
t

dt
tt

t
dt

t

t

t

tdt

1

1
12

1

1

1

1
2

1
2

1

2
 

  Ctt  1ln2 . 

Відповідь: Cxx  1ln22 . 

6. Знайдіть інтеграл 
 

dx
xx

x
 


1

1
. 
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Розв’язання: 

    






































 dt
t

t

t

dt
dt

t

t
dtt

tt

t

tdtdx
tx

tx
dx

xx

x

1

2

1

2

1

22
2

1

1

2
1

1
2222

2  

 
Ctt

t

td
t 




  1lnarctg2
1

1
arctg2 2

2

2

. 

Відповідь: Cxx  1lnarctg2 . 

7. Знайти інтеграл dx
xx

x
 


3

3 1
. 

Розв’язання: 

  
 

  





































 dtttdtt
tt

tt
dtt

tt

t

xt

dttdx

tx

dx
xx

x
166

1

11
6

1
6

1 35
2

5
23

2

6

5

6

32

3

 

  C
tt

dttt 







  45

66
45

34 . 

Відповідь: C
xx













45
6

6 46 5

. 

8. Знайдіть інтеграл  dx
x

x
27

cos . 

Розв’язання: 

 dx
x

x
27

cos 















 27
sin27

27
cos

27
cos

1
x

dx
x

vdx
x

dv

dxdxuduxu
 

  dx
xx

x
27

sin27
27

sin27 C
xx

x 
27

cos27
27

sin27 2 . 

Відповідь: C
xx

x 
27

cos27
27

sin27 2 . 

9. Знайдіть інтеграл    xdxx 2sin41 . 

Розв’язання: 

   xdxx 2sin41 















 xxdxvxdxdv

dxdxuduxu

2cos
2

1
2sin2sin

441
 

    dxxxx 42cos
2

1
2cos

2

1
41   Cxxx  2sin2cos

2

1
41 . 

Відповідь: Cxxx 





  2sin2cos

2

1
2 . 

10. Знайдіть інтеграл   dxxe x2 . 



 85 

Розв’язання: 

  dxxe x2 

















 dxexeedxevdxedv

dxdxuduxu
xx

xxx
22

222
2

1

2

1

2

1
1

 

Cexe xx   22

4

1

2

1
. 

Відповідь: Ce
x x 






  2

4

1

2
. 

11. Знайдіть інтеграл    dxex x312 . 

Розв’язання: 

   dxex x312
 

















  xxx edxevdxedv

dxdxuduxu
333

3

1
212

 

    Ceexdxeex xxxx    3333

9

2
12

3

1

3

2
12

3

1
. 

Відповідь: Ce
x x 





  3

3

2

9

1
. 

12. Знайдіть інтеграл  xdxarctg2 . 

Розв’язання: 

 xdxarctg2 





















 dx

x

x
xx

xvdxdv
x

dx
duxu

2
2

41

2
arctg241

2
arctg2  

 
 



2

2

41
arctg2

x

xd
xx Cxxx  241ln

4

1
arctg2 . 

Відповідь: Cxxx  241ln
4

1
arctg2 . 

13. Знайдіть інтеграл  xdxarccos . 

Розв’язання: 

 xdxarccos 





















 dx

x

x
xx

xvdxdv
x

dx
duxu

2
2

1
arccos1

arccos
 




  dx
x

x
xx

21

2

2

1
arccos

 
 
 




2

1
2

2

1
2

1
arccos

x

xd
xx

 
C

x

xx 












2

1
 21

2

1

1

2

1
arccos . 

Відповідь: Cxxx  21arccos . 
14. Знайдіть інтеграл    xdxx ln32 . 
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Розв’язання: 

   xdxx ln32
   




















 xxdxxvdxxdv

dx
x

dxuduxu

33232

1
ln

2
 

        Cx
x

xxxdxxxxxdx
x

xx
xxx 


  3

2
ln33ln3

3
ln3

2
22

2
2 . 

Відповідь:   Cx
x

xxx  3
2

ln3
2

2 . 

15. Знайдіть інтеграл    dxx 8ln . 

Розв’язання: 

   dxx 8ln  

















xvdxdv
x

dx
duxu

8
8ln    


  8ln

8
8ln xxdx

x

x
xx  

 













 dx
xx

x

8

8

8

8   








  dx

x
xx

8

8
18ln   Cxxxx  8ln88ln . 

Відповідь:   Cxxxx  8ln88ln . 

3. Завдання для самостійного виконання 
1. Знайдіть інтеграли методом внесенням під знак диференціала. 

1.  xdxxsincos3  
x

xdx
2

3

cos

tg
 

xx

dx

ln
 

2.  xdxxcossin6    xx

dx
32 tgcos

   3x

x

e

dxe
 

3. 
x

xdx

cos2

sin
 

x

xdx
2

2

sin

ctg
 dx

x

x


2

sin
 

4.  x

xdx

2cos

2sin
   xx

dx

ctgsin 2  
 

 dx
x

xlncos
 

5.   x

xdx

cos5

sin
  12

3
3

2

x

dxx

 
dx

x

x


2

3
 

6. 
x

xdx
2sin

cos
  10

2
2x

xdx

 


 x

x

e

dxe
21  

7.  xdxtg
 

 dxxx 2sin2
 

 dxee xx sin
 

8. xdxe x sincos
 

  dxxx 232
3

 
xx

dx
2cos  

9.  xdxx 4cos4sin 2

 
 dxxe x2

  x

dxxln

 

10.  xdxx 3cos3sin5

 
 33

2

x

dxx
   92x

x

e

dxe
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2. Знайдіть інтеграли. 

1.   dxxx  5sin34  dxx  14arctg   

2.   dxxx  4sin107   dxx  4ln 2   

3. dx
x

x
 

sin 2  
dxx  12arctg   

4.   dxxx  3cos74
 

   xdxx ln12  

5.   dxxx  5cos23
 

dxx  13arctg   

6. dx
x

x
 

cos 2  
   dxx 23ln

 

7.   dxex x  34 2 
 

 dxx 16arctg
 

8.   dxex x  325
 

 dxx  14ln 2 
 

9.   dxex x  92 3 
 

dxx  15arctg 
 

10.   dxex x  261
 

   dxx 32ln
 

 
ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ ТА ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ 

1. Основні поняття та теореми 
Нехай функція  xfy   неперервна на відрізку  ba;  та  xF  – будь-яка 

первісна для  xf  на  ba; . Тоді визначений інтеграл від функції  xf  на  ba;  
дорівнює приросту первісної  xF  на цьому відрізку, тобто 

       aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 . Це формула Ньютона – Лейбніца. 

Спочатку знаходять первісну  xF  для підінтегральної функції  xf , 
наприклад ту, що має найпростіший вигляд при 0C . Потім використовують 
власне формулу Ньютона – Лейбніца, тобто знаходять приріст первісної, що 
дорівнює різниці значень первісної на кінцях відрізка  ba; . 

Формула інтегрування частинами для невизначеного інтеграла має вигляд 

  
b

a

b

a

b

a
duvvudvu )( . 

При використанні метода заміни змінної слід також відповідно змінити 
межі інтегрування, а от зворотну заміну змінної робити не треба. 

Геометричний зміст визначеного інтеграла  
b

a

dxxf  – площа криволінійної 

трапеції під функцією )(xf  на відрізку  ba; , тобто  
b

a

dxxfS . 

Площа фігури, обмеженої двома неперервними лініями  xfy 11   і 

 xfy 22  , де 012  yy , та прямими ax   і bx  , рівна      
b

a

dxxfxfS 12 . 
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Довжину дуги графіка функції  xfy   на відрізку  ba;  обчислюють за 

формулою    
b

a

dxxfl 21 . 

2. Приклади виконання завдань 

1. Обчисліть інтеграли  
2

1

5dxx , 


2

1
24 x

dx
, 


0 4
sin dx

x
,  

9

1 72x

dx
. 

Розв’язання: 

64

15

64

1

4

1

4

1

64

1

4

1

4

2

1
4

2

1

42

1

5 









x

x
dxx , 

3622

1
arcsin1arcsin

2
arcsin

4

2

1

2

1
2













x

x

dx
, 

224
2

2
14

4
cos

4

0
cos4

4
cos4

4
sin

00
















 





x

dx
x

, 

   
292572

72

1

72
72

9

1

9

1

9

1

9

1 2

1

2

1 








 

 x

xx

dx

x

dx
. 

Відповідь: 
64

15
, 

3


, 224  , 2 . 

2. Обчисліть інтеграли 


3

0
2cos

sin
dx

x

x
, 


2

0

3cos xdx ,  
1

0

2

72 dxx x , 
e

dx
x

x

1

2ln
. 

Розв’язання: 

 
 


3

0
2

3

0
2 cos

cos

cos

sin

x

xd

x

xdx

0cos

1

3
cos

1

cos

1 3

0








x
112  , 




2

0

3cos xdx    xdx sinsin1
2

0

2




3

2

3

1
1

3
2

sin

2
sin

3

sin
sin

3
2

0

3




















x
x , 

 
7ln

6

7ln

77

7ln

7
772

01
1

0

1

0

2
1

0

2
22




 
x

xx xddxx , 

 
3

1

3

1ln

3

ln

3

ln
lnln

1
ln

33

1

3

1

2

1

2  
ex

xxddx
x

x

eee

. 

Відповідь: 1, 
3

2
, 

7ln

6
, 

3

1
. 
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3. Обчисліть інтеграли 


0

sin xdxx , 
1

0

arcsin xdx ,  
e

dxx
1

2ln . 

Розв’язання: 















xvxdxdv

dxdxduxu
xdxx

cossin

1
sin

0

 

 



 cossincoscoscos

00
0

0
xxxxdxxx , 
























1

0
2

1

0
2

1

0 1
arcsin1

1
arcsin

arcsin
x

xdx
xx

xvdxdv

dx
x

duxu
xdx  

 








 

1

0

21

0

1

0
2

2
1

0

1

0
2

1

0
1arcsin

12

1
arcsin

12

2
arcsin xxx

x

xd
xx

x

xdx
xx  

1
2

1001arcsin1 


 , 

        

















ee
e

e
e

xxxdxxx
xvdxdv

x

dx
duxudxx

11
1

1
1

2ln2ln2

2
2ln2ln  

      12ln112lnln2ln12ln2ln  eeeeeeee . 

Відповідь:  , 1
2



,   12ln1 e . 

4. Обчисліть площу фігури, обмеженої кривими xy  , 
x

y
1

  та прямими 

1x , 4x . 
Розв’язання: 

4ln
3

14
1ln4ln

3

2

3

16
ln

3

21
4

1

2

34

1

2

1






















  xxdx

x
xS . 

Відповідь: ..28,3 одкв . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями 22  xy  та 52  yx . 
Розв’язання: 
Межі інтегрування знайдемо з рівняння xx 2522   або 0322  xx . 

Маємо 31 x , 12 x ,  

Тому  
3

32
999

3

1
13

3
323

1

3

3
2

1

3

2 












x
xxdxxxS . 

Відповідь: ..67,10 одкв . 

6. Обчисліть довжину кривої 
 

2

1 xx ee
y


 , 30  x . 

Розв’язання: 
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Оскільки  xx eey 
2

1
, то отримаємо  







 


3

0

2

2
1 dx

ee
l

xx

 

dx
ee xx


3

0

22

4

24  



 



dx
ee xx3

0

2

2
 


 



dx
ee xx3

0 2 22

333

0

 


 eeee xx

. 

Відповідь: .02,10 од . 
3. Завдання для самостійного виконання 

1. Обчисліть інтеграли.
 
 

1. 


1

0
24 x

dx
,  

1

0
21 x

x

e

dxe
,     

2

0

1ln12 dxxx  

2.  

3

0
29 x

dx
, 


2

0

2cossin xdxx , 
1

0

2 dxxe x  

3. 


4

0
2cos x

dx
,  

2

0

221 dxxx , 
1

0

arctgxdx
 

4. 





6

8

2 2cos x

dx
,  

1

0

32 81 dxxx ,   
2

0

2 1ln dxx
 

5. 





6

8

2 2sin x

dx
, 



3

0
24 x

xdx
,   

1

0

2 2ln dxx

 

6. 
 



 

1

2
3511 x

dx
, 

e

x

xdx

0

ln
, 


4

0

sin xdxx

 

7.  
2

1

432 dxx , 


2

0

3 2cos2sin xdxx , 
e

xdxx
1

ln
 

8.  

5

1 54x

dx
, 



1

0
21 x

x

e

dxe
, 


2

0

cos xdxx
 

2. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями.
  1. 24 xy   та 04  yx  2. 241 xxy   та 1 xy  

3. 762  xxy  та 1 xy  4. 562  xxy  та 5 xy  

5. 52  xy  та 12  xy  6. 52  xy  та 1 xy  

7. 52  xy  та 22xy   8. 2xy  та 3 yx  

9. 42  xy  та 2 xy  10. 216 xy   та 08  yx  
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