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ОБ УПРОЩЕНИИ ЧАСТОТНЫХ УРАВНЕНИЙ  
В ЗАДАЧЕ О КОЛЕБАНИИ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ,  

РАЗДЕЛЯЮЩЕЙ ИДЕАЛЬНЫЕ ЖИДКОСТИ  
РАЗНОЙ ПЛОТНОСТИ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ КАНАЛЕ  

 
Показано упрощение частотных уравнений в задаче о колебании упругой 

пластины, горизонтально разделяющей идеальные жидкости разной плотности 
в прямоугольном канале с двумя жесткими основаниями и в задаче с одним 
жестким, а другим упругим основаниями в виде прямоугольной пластины. В 
первой задаче показано, что если оба контура пластины будут оперты или 
свободны, то частотное уравнение, как и для двух защемленных контуров, 
вновь распадается на два уравнения, описывающих четные и нечетные 
частоты. Для смешанных способов закрепления контуров пластины частотное 
уравнение не упрощается. Во второй задаче, для защемленных контуров двух 
пластин показано, что частотное уравнение распадается на два, описывающих 
четные и нечетные частоты. 

Ключевые слова: гидроупругость, прямоугольная пластина, идеальная 
несжимаемая жидкость, плоские колебания. 

 
Введение. Задача о колебании прямоугольной пластины, разде-

ляющей идеальные несжимаемые жидкости разной плотности в жест-
ком прямоугольном канале, с учетом свободной поверхности у верхней 
жидкости, по-видимому, впервые была исследована в [1] на основании 
единого Лагранжевого подхода. В [2] эта задача была рассмотрена на 
основании Эйлерова подхода. Наиболее полное исследование свобод-
ных колебаний мембраны на свободной поверхности жидкости в прямо-
угольном канале было проведено в [11]. В [3] эта задача была обобще-
на на случай двухслойной жидкости с мембранами на свободной и 
внутренней поверхностях, а в [4] – на случай упругого дна. Вопросы 
устойчивости колебаний мембраны, разделяющей идеальные жидкости 
разной плотности в прямоугольном канале с жестким основаниями, бы-
ли подробно исследованы в [5], а колебания пластины – в [6, 7]. Коле-
бания пластины, разделяющей идеальные жидкости разной плотности 
в прямоугольном канале с одним жестким, а другим упругим основани-
ем, были исследованы в [8]. В [8, 12] рассматривалось влияние свобод-
ной поверхности на частотный спектр. В [9] исследованы осесиммет-
ричные колебания упругих оснований и идеальной жидкости в жестком 
кольцевом цилиндрическом резервуаре. Свободные осесимметричные 
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колебания двухслойной жидкости в круговом цилиндрическом резер-
вуаре с упругим разделителем между слоями, при наличии сил поверх-
ностного натяжения были рассмотрены в [10]. 

В данной статье проведено упрощение частотных уравнений, полу-
ченных в задаче о колебании упругой пластины, горизонтально разде-
ляющей идеальные жидкости разной плотности в прямоугольном канале 
с двумя жесткими основаниями [6], и в задаче с одним жестким, а дру-
гим упругим основанием в виде прямоугольной пластины [8]. В первой 
задаче показано, что если оба контура пластины будут оперты или сво-
бодны, то частотное уравнение, как и для двух защемленных контуров, 
вновь распадается на два, описывающих четные и нечетные частоты. 
Для смешанных способов закрепления контуров пластины частотное 
уравнение не упрощается. Во второй задаче, для случая защемленных 
контуров двух пластин, показано, что частотное уравнение распадается 
на два уравнения, описывающих четные и нечетные частоты. 

Постановка задачи. Рассмотрим плоские колебания упругой прямоу-
гольной пластины, горизонтально разделяющей идеальные несжимае-
мые жидкости разной плотности в жестком прямоугольном канале шири-
ной 2a  с одним жестким, а другим упругим основаниями в виде прямо-
угольной пластины (для определенности будем считать, что это верхнее 
основание). Пластины будем считать изотропными с изгибной жестко-
стью iD  и растягивающими усилиями iT  в срединной поверхности 
( 1, 2i  ). Индекс 1i   будет соответствовать верхней пластине, а 2i   – 
внутренней. Контуры пластин могут иметь произвольное закрепление, 
например, быть защемлены, оперты или свободны. Верхняя жидкость 
плотности 1  заполняет канал до глубины 1h , а нижняя жидкость плотно-
сти 2  – до глубины 2h . Колебания пластин и жидкости будем рассма-
тривать в линейной постановке, считая совместные колебания пластин 
и жидкости безотрывными, а движения жидкостей потенциальными [8]. 

В начале, рассмотрим первую задачу о колебании упругой пласти-
ны, горизонтально разделяющей идеальные жидкости разной плотно-
сти в прямоугольном канале с двумя жесткими основаниями [6]. В этом 
случае верхняя пластина считается абсолютно жесткой ( 1T   ) и рас-
сматривается только внутренняя пластина ( 2i  ). В [6] была рассмот-
рена эта задача и  выведено следующее частотное уравнение 
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kw  ( 1, 4k  ) фундаментальная система решений однородного уравнения 
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1jL  и 2jL  – дифференциальные операторы граничных условий закре-

пления пластины на контуре j  ( 1,2j  ). Для удобства записи здесь 

введено обозначение контуров через j  (индекс 1j   соответствует 
контуру x a  , а 2j   – x a ).  Так, например, для случая жесткого 

защемления пластины оператор 1jL  будет единичным, а 2
d

dj x
L . 

В [6] была показана возможность упрощения частотного уравнения 
(1) в случае защемленных контуров. Проведем упрощения этого урав-
нения для случая опертых и свободных контуров  

Оба контура оперты. В этом случае будем иметь [6] 
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Фундаментальная система решений для уравнения (2) зависит от 
знака величины q  и знака выражения 4 4P q . Рассмотрим различные 
варианты сочетаний этих знаков [6].  

1. Пусть 0q   и 2 4 0P q  . 
2. Пусть 0q  . 

3. Пусть 2 4 0P q   (как следствие этого – 0q  ). 

Вначале рассмотрим первый случай ( 0q   и 2 4 0P q  ). В этом 
случае фундаментальная система решений уравнения (2) имеет вид  



109 

 0
1 1 2 2sinh , cosh , sinh , coshkw p x p x p x p x , 

коэффициенты 0
knE  вычисляются по формулам:  
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Здесь 2 2
n n nk   , 2 2

1,2 2 4p P P q   ,  i ip ap  ,  ( 1, 2i  ). 

С определителем частотного уравнения (1) проведем следующие 
преобразования: складываем первую строку с третьей, а вторую с чет-
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вертой. Далее вычитаем из первой строки третью, из второй четвертую 
и приводим определитель к блочному виду.  

В результате преобразований (1) представляется в виде произведе-
ния двух уравнений 
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которые описывают четные и нечетные частоты. 

Для второго ( 0q  ) и третьего ( 2 4 0P q  ) случаев аналогично 
показывается, что частотное уравнение (1) вновь распадается на два. 

Таким образом, для двух опертых контуров частотное уравнение (1) 
упрощается и распадается на два уравнения, описывающих четные и 
нечетные частоты. В отличие от случая защемленных контуров [6], 
дальнейшее упрощение уравнений уже не происходит. 

Оба контура свободны. В этом случае будем иметь [6] 
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Вначале рассмотрим первый случай ( 0q   и 2 4 0P q  ). В этом 
случае коэффициенты qkC  примут вид:  
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Проведя преобразования со строками и столбцами, аналогичные 
ранее рассмотренными, получим частотное уравнение (1) в виде  
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Для второго ( 0q  ) и третьего ( 2 4 0P q  ) случаев также можно 
показать, что уравнение (1) вновь распадается на два. 

Таким образом, для двух свободных контуров частотное уравнение 
(1) упрощается и  распадается на два уравнения, описывающих четные 
и нечетные частоты. 

В отличие от защемленных контуров, дальнейшее упрощение урав-
нений уже не происходит. 

Защемленный и опертый контуры. Будем считать, что первый 
контур ( 1j  ) защемлен, а второй ( 2j  ) – оперт. Рассмотрим первый 

случай ( 0q   и 2 4 0P q  ). Коэффициенты qkC  запишутся так: 
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Частотное уравнение (1) упрощается, но не распадается на два 
уравнения, описывающих четные и нечетные частоты 
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Можно показать, что и в остальных случаях закреплений двух конту-
ров пластины частотное уравнение не распадается на четные и нечет-
ные частоты. 

Теперь рассмотрим вторую задачу [8] о колебании упругой пласти-
ны, горизонтально разделяющей идеальные жидкости разной плотно-
сти в прямоугольном канале с одним жесткими, а другим – упругим ос-
нованиями в виде прямоугольной пластины (см. постановку задачи). 
Для случая защемленных контуров в [8] было выведено следующее 
частотное уравнение 
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При вырождении пластин в мембраны ( 0iD  ) уравнение (3) запи-
шется так [8] 
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Если упругим является нижнее основание, то во всех формулах, со-
держащих g , полагаем :g g   и отсчет введем снизу вверх, т.е. верхнее 
основание и верхняя жидкость окажутся внизу, а нижнее основание и 
нижняя жидкость окажутся вверху. Можно сохранить и прежние обозначе-
ния, если в параметрах, относящихся к жидкостям, поменять местами ин-
дексы, тогда все полученные уравнения и соотношения останутся в силе. 

Проведем упрощение частотных уравнений (3) и (6) в случае за-
щемленных контуров. 

Случай двух мембран ( 1 2 0D D  ). В случае мембран ( 1 2 0D D  ) 
частотное уравнение имеет вид (6) с коэффициентами (7). Вначале 
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рассмотрим случай 0iq   ( 2
0 0i ig k    ). В этом случае коэффици-

енты 0
iknE  примут вид [12] 
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Уравнение (9) распадается на два уравнения, описывающих несим-
метричные и симметричные частоты. С учетом соотношений (8) эти 
уравнения могут быть записаны в единой форме для несимметричных и 
симметричных частот 

    22 2
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Здесь  

2
0 ,in in n i in i n ia a k k d T k g      ,  

   4 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2n n n n n n n n n n n na a b a d a d k k d d              . 

Случай 0iq   рассматривается аналогично, и в этом случае 
уравнения для несимметричных и симметричных частот также пред-
ставляются в единой форме (10). 
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Случай мембраны и пластины ( 1 20, 0D D  ). В случае верхней 

мембраны и нижней пластины, при 1 0q   (  2
1 1 01 1 0q g k T    ) 

для мембраны и 2 0q   (  2
2 02 2q g k D    ) для пластины, частот-

ное уравнение по аналогии с предыдущим подразделом может быть 
приведено к виду  
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Из (11) следует, что в случае мембраны и пластины ( 1 0D  , 
2 0D  ) при 0iq   уравнение (3) вновь распадается на два, описы-

вающих несимметричные и симметричные частоты. 
Каждое из двух уравнений (11) можно упростить, например, для 

несимметричных частот получим 
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     . 

Первый и третий случаи рассматриваются аналогично. 
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Таким образом, уравнение (3) для защемленных контуров мембраны 
и пластины распадается на два уравнения, описывающих несимметрич-
ные и симметричные частоты. 

Случай двух пластин ( 1 20, 0D D  ). В случае закрепленных двух 
пластин коэффициенты qrC  будут вычисляться по формулам (4).  

Вначале рассмотрим второй случай 0iq   (  2
0i i i iq g k D    ). 

В этом случае коэффициенты 0
iknE  примут вид: 
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где 2 2
1, 2 2 4i i i i ip p p q    , i ip ap   ,  ( 1, 2i  ). 

Проведя аналогичные преобразования со строками и столбцами оп-
ределителя уравнения (3), получим 
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Таким образом, в случае 0iq   уравнение (3) распадается на два, 
описывающих несимметричные и симметричные частоты. 

Каждое из этих двух уравнений подлежит дальнейшему упрощению. 
Так, например, несимметричные частоты будут находиться из уравнения 
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Первый и третий случаи рассматриваются аналогично. 
Таким образом, уравнение (3) для защемленных контуров пластин 

распадается на два уравнения, описывающих несимметричные и сим-
метричные частоты. 

Выводы. Проведено упрощение частотных уравнений в задаче о 
колебании упругой пластины, горизонтально разделяющей идеальные 
жидкости разной плотности в прямоугольном канале с двумя жесткими 
основаниями и в задаче с одним жестким, а другим упругим основанием 
в виде прямоугольной пластины. В первой задаче показано, что если 
оба контура пластины будут оперты или свободны, то частотное урав-
нение, как и для двух защемленных контуров, вновь распадается на два 
уравнения, описывающих четные и нечетные частоты. Для смешанных 
способов закрепления контуров пластины частотное уравнение не уп-
рощается. Во второй задаче, для случая защемленных контуров двух 
пластин, показано, что частотное уравнение распадается на два урав-
нения, описывающих четные и нечетные частоты. 

Представляет интерес рассмотреть возможность упрощения общего 
частотного уравнения для случаев защемленного, опертого и свобод-
ных контуров и получить для них условия устойчивости. 
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Министерства образования и науки Украины (проект № 0116U002522) и при гран-
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УДК 533.6.013.42 

О. О. Лимар 
 

ПРО СПРОЩЕННЯ ЧАСТОТНИХ РІВНЯНЬ В ЗАДАЧІ  
ПРО КОЛИВАННЯ ПРЯМОКУТНОЇ ПЛАСТИНИ,  

ЩО РОЗДІЛЯЄ ІДЕАЛЬНІ РІДИНИ РІЗНОЇ ЩІЛЬНОСТІ  
В ПРЯМОКУТНОМУ КАНАЛІ 

Показано спрощення частотних рівнянь в задачі про коливання пружної 
пластини, яка горизонтально розділяє ідеальні рідини різної щільності в 
прямокутному каналі з двома жорсткими основами і в задачі з одною 
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жорсткою, а іншою пружною основою у вигляді прямокутної пластини. У першій 
задачі показано, якщо обидва контуру пластини будуть оперті або вільні, то 
частотне рівняння, як і для двох затиснених контурів, знову розпадається на 
два рівняння, що описують парні і непарні частоти. Для змішаних способів 
закріплення контурів пластини частотне рівняння не спрощується. У другій 
задачі, для затиснених контурів двох пластин, показано, що частотне рівняння 
розпадається на два рівняння, що описують парні і непарні частоти. 

Ключові слова: гідропружність, прямокутна пластина, плоскі коливання, 
ідеальна нестислива рідина.  
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A. A. Lymar 
 

ON SIMPLIFICATION OF FREQUENCY EQUATIONS  
IN THE PROBLEM OF OSCILLATION OF RECTANGULAR PLATE 

DIVIDING IDEAL LIQUIDS OF DIFFERENT DENSITY  
IN RECTANGULAR CHANNEL  

The simplification of the frequency equations in the problem of the oscillation of 
an elastic plate horizontally separating ideal liquids of different density in a 
rectangular channel with two rigid bases and in the problem with one rigid and 
another elastic base in the form of a rectangular plate is shown. The first problem 
shows that if both contours of the plate are supported or free, then the frequency 
equation, like for the two clamped circuits, again breaks up into two equations 
describing the even and odd frequencies. For mixed methods of fixing the contours 
of a plate, the frequency equation is not simplified. In the second problem, for the 
clamped contours of two plates, it is shown that the frequency equation splits into 
two equations describing even and odd frequencies. 

Keywords: hydroelasticity, rectangular plate, flat oscillations, ideal incompressible fluid. 
 
In the beginning, let us consider the first problem of the vibration of an 

elastic plate that horizontally separates ideal liquids of different density in a 
rectangular channel with two rigid bases. In [6] this problem was considered 
and the following frequency equation 
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kw  ( 1, 4k  ) a fundamental system of solutions of the homogeneous equation 
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jpL  – the differiential operators, describing the plate loop boundary conditions. 
In [6], it was shown that the frequency equation (1) can be simplified in 

the case of clamped contours. We simplify this equation for the case of sup-
ported and free contours 

Both circuits are supported. In this case we have [6] 
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First we consider the first case ( 0q   and 2 4 0P q  ). In this case the 
fundamental system of solutions of equation (2) has the form 
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and the coefficients qkC  take the form: 
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As a result of the transformations, the frequency equation (1) is repre-
sented as a product of two equations 
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which describe even and odd frequencies. 
For the second ( 0q  ) and third ( 2 4 0P q  ) cases, it is similarly 

shown that the frequency equation (1) again splits into two equations. 
Thus, for two supported circuits, the frequency equation (1) simplifies and 

splits into two equations describing even and odd frequencies. In contrast to 
the case of constrained contours [6], further simplification of the equations 
does not occur. 

Both circuits are free. In this case we have [6] 
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First we consider the first case ( 0q   and 2 4 0P q  ). In this case, the 
coefficients qkC  will take the form: 
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Performing transformations with rows and columns similar to those previ-
ously considered, we obtain the frequency equation (1) in the form 
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For the second ( 0q  ) and third ( 2 4 0P q  ) cases, it can also be 
shown that equation (1) again splits into two equations. 

Thus, for two free circuits, the frequency equation (1) simplifies and splits 
into two equations describing the even and odd frequencies. 

In contrast to the constrained contours, further simplification of the equa-
tions no longer occurs. 

Pinched and supported contours. We assume that the first contour 
( j = 1) is jammed, and the second ( j = 2) contour is supported. We consider 
the first case ( 0q   and 2 4 0P q  ). The coefficients qkC  are as follows: 

0 0 0 0
11 2 1 1,2 1 12 2 2,2 13 2 1 3,2 1 14 2 4,2

1 1 1 1
, , ,m m m m m m m m

m m m m
C E C E C E C E   

   

   
   

      � � � � , 
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21 1 1 22 1 1 23 2 2 24 2 2cosh , sinh , cosh , sinhC p p C p p C p p C p p         , 

0 0 0 0
31 2 1 1,2 1 32 2 2,2 33 2 1 3,2 1 34 2 4,2

1 1 1 1
, , , ,m m m m m m m m

m m m m
C E C E C E C E

   

   
   

       � � - �   

2 0 2 0
41 1 1 2 1 1,2 1 42 1 1 2 2,2

1 1
sinh , coshm m m m

m m
C p p E C p p E 

 
 

 
 

     , 

2 0 2 0
43 2 2 2 1 3,2 1 44 2 2 2 4,2

1 1
sinh , coshm m m m

m m
C p p E C p p E 

 
 

 
 

     . 

The frequency equation (1) is simplified, but does not break up into two 
equations describing even and odd frequencies 

11 1332 34
2 2 11 2 2 11

41 4342 44
cosh sinh 0

C CC Cp p C p p C
C CC C

  


 


, 

where  

11 2 2 11 1 1 13 32 2 2 32 1 1 34

41 2 2 41 1 1 43 42 2 2 42 1 1 44

cosh cosh , sinh sinh ,

cosh cosh , sinh sinh .

C p p C p p C C p p C p p C

C p p C p p C C p p C p p C

   

   

   

   

 

 
 

It can be shown that in the remaining different cases of fastening of two 
plate contours, the frequency equation does not break up into even and odd 
frequencies. 

Now consider the second problem [12] about the vibration of an elastic 
plate that separates horizontally ideal liquid of different density in a rectangu-
lar channel with one rigid and another elastic base in the form of a rectangu-
lar plate. For the case of constrained circuits, the following frequency equa-
tion was derived in [12] 

  
8

0
, 1

qrC
q r




.  (3) 

Here 

0 0 0
1 11 1 1, 4 12 2 2 11 2, 4

1 1
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n n
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1 1
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   0 0 0
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ikn ik n
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  , 

0
ikw  ( 1, 4k  ) a fundamental system of solutions of the homogeneous equation 

  
4 0 2 0

0
4 2 0ik ik

i i ik
d w d w

p q w
dx dx

     (
2

0,i i i
i i

i i

T g k
p q

D D
  

  ), (5) 

When the plates degenerate into membranes ( 0iD  ), equation (3) is 
rewritten as follows [8] 

  
4

0
, 1

qrC
q r




, (6) 

and the relations (4) take the form 

0 0
1 11 1 1, 2 12 2

1 1
,k n kn k n kn

n n
C a E C a E

 


 

   , 

     0 0
2 11 1 3, 2 12 2

1 1
1 , 1n n

k n kn k n kn
n n

C a E C a E
 


 

     , (7) 

   0 0
4 21 1 4, 2 22 2

1 1
1 , 1n n

k n kn k n kn
n n

C a E C a E
 


 

         ( 1, 2k  ). 

We simplify the frequency equations (3) and (6) in the case of clamped 
contours. 

The case of two membranes ( 1 2 0D D  ). In the case of membranes 
the frequency equation has the form (6) with the coefficients (7). First we 
consider the case 0iq   ( 2

0 0i ig k    ). In this case the coefficients 
0
iknE  will take the form [8] 
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      0 1 1 cos , 1 1 sinn ni i
ikn i i

in

T p
E p p

ad
              

. (8) 

Here 2 0i ip q   ,  i ip p a  . 
Performing transformations with rows and columns of the determinant of 

equation (6), as in the first problem, we obtain 

  

0 0
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1 1

m m m m
m m
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0 0
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1 1

0
m m m m

m m

m m m m
m m

a E a E
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. (9) 

Equation (8) splits into two equations describing asymmetric and sym-
metrical frequencies. Taking into account relations (8), these equations can 
be written in a unified form for asymmetric and symmetric frequencies 

    22 2
1 1 2 2 4

1 1 1

0
n n n n n n n n n n

n n nm m m

k a k d k a k d k b 


  

  

                            
  

  

  
. 

(10) 

Here 

2
0 ,in in n i in i n ia a k k d T k g      , 

   4 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2n n n n n n n n n n n na a b a d a d k k d d              . 

The case 0iq   is considered similarly, and in this case the equations 
for asymmetric and symmetrical frequencies are also represented in a uni-
fied form (10). 

The case of the membrane and the plate ( 1 20, 0D D  ). In the case 
of the upper membrane and the lower plate, with 1 0q   

(  2
1 1 01 1 0q g k T    ) for the membrane and 2 0q   
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(  2
2 02 2q g k D    ) for the plate, the frequency equation, by analogy 

with the previous subsection, can be reduced to the form 

  

0 0 0
11,2 1 11,2 1 12,2 1 21,2 1 12,2 1 23,2 1

1 1 1

0 0 0
21,2 1 11,2 1 22,2 1 21,2 1 22,2 1 23,2 1
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. (11) 

It follows from (11) that in the case of a membrane and a plate 
( 1 20, 0D D  ) 0iq  , equation (3) again splits into two equations describ-
ing asymmetrical and symmetrical frequencies. 

The case of two plates ( 1 20, 0D D  ). In the case of fixed two plates, 
the coefficients qrC  will be calculated from formulas (4). 

First we consider the second case 0iq   (
2

0i i
i

i

g k
q

D
  

 ). In this 

case the coefficients 0
iknE  will take the form 

       0 01 1 1 1
1 22 2 2 2

1 1

cosh sin
1 1 , 1 1n ni i i i

i n i n
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E E
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       0 02 2 2 2
3 42 2 2 2
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cosh sin
1 1 , 1 1n ni i i

i n n
n i n i

p p p p
E E

a k p a k p

 
                

   

 
, 

where 2 2
1, 2 2 4i i i i ip p p q    , i ip ap   ,  ( 1, 2i  ). 
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Carrying out analogous transformations with rows and columns of the de-
terminant of equation (3), we obtain 

0 0 0 0
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p

  

Thus, in the case of equation (3) it splits into two equations describing 
asymmetric and symmetrical frequencies. 

Conclusions. The frequency equations are simplified in the problem of 
the vibration of an elastic plate that horizontally separates ideal liquids of 
different density in a rectangular channel with two rigid bases and in a prob-
lem with one rigid and another elastic base in the form of a rectangular plate. 
The first problem shows that if both contours of the plate are supported or 
free, then the frequency equation, like for the two clamped circuits, again 
breaks up into two equations describing the even and odd frequencies. For 
mixed methods of fixing the contours of plate, the frequency equation is not 
simplified. In the second problem, for the case of clamped contours of two 
plates, it is shown that the frequency equation splits into two equations de-
scribing even and odd frequencies. 
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