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Лекція 1 

Модуль 1. Статика 

«ВСТУП. СИСТЕМА СИЛ, ЩО СХОДЯТЬСЯ» 

Питання: 

1. Основні історичні етапи розвитку механіки. 

2. Основні поняття статики. 

3. Аксіоми і теореми статики. 

4. Типи опорних зв’язків та їх реакції. 

 

1. Механіка почала свій розвиток в глибоку давнину під впливом запитів 

практики. Перші дослідження античних вчених, що дійшли до нас, в області 

механіки відносяться головним чином до різних питань статики. Великий учений 

і філософ старовини Арістотель (384 – 322 рр. до н.е.) виклав в своїх 

вигадуваннях вчення про рівновагу важеля і інших простих машин, загальне 

вчення про рух і сили і перший ввів у науку термін «механіка». 

Серед учених класичної старовини слід також виділити великого математика 

і механіка Архімеда (287 – 212гг. до н.е.) і відомого астронома Птоломея (II ст 

н.е.). Архімеда слід вважати основоположником статики і гідростатики як точних 

наук. Свої теоретичні знання в області механіки Архімед застосовував до різних 

практичних питань будівництва і військової техніки. 

У епоху відродження великий прогрес у розвитку механіки був досягнутий 

завдяки роботам знаменитого італійського вченого Леонардо да Вінчі (1452 – 

1519). 

Деякий час після Миколи Коперника (1473 – 1543) один з найбільш відомих 

польських учених довів неспроможність основних положень геоцентричної 

системи світу, створеною Птоломєєм, і вперше заклав основи науково правильної 

картини руху всіх планет, включаючи і Землю довкола Сонця. Систему світу, 

створену Коперником, називають геліоцентричною. Завдяки роботам Коперника і 

спостереження данського астронома Тихо-бразі німецький астроном Іоганн 

Кеплер (1571 – 1630) встановив свої три знамениті закони про рух планет, які і 

послужили Ньютону підставою для відкриття закону усесвітнього тяжіння. 
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Середньовічний період розвитку механіки закінчується роботами  

геніального італійського вченого Галілео Галілея (1564 – 1642), дослідження 

якого відкрили нову епоху в розвитку механіки. Він першим основоположником 

сучасної динаміки. 

Завершення побудови основ динаміки було зроблене великим англійським 

вченим Ісааком Ньютоном (1643 – 1727), який в книзі «Математичні принципи 

натуральної філософії» дав сповна строге формулювання основних законів 

класичної механіки і застосував їх до вирішення багатьох нових завдань механіки. 

Ньютону належить відкриття закону всесвітнього тяжіння, який ста основою 

небесної механіки. 

Відомими дослідниками механіки є члени Петербурзької Академії наук 

Леонард Ейлер (1707 – 1783) і М.В. Ломоносов (1711 – 1765). Великий вплив на 

розвиток також мали праці видатних французьких учених Ж.Даламбера (1717 – 

1783) і Ж.Лагранжа (1736 – 1813), а також Пуансо (1777 – 1859), який разом 

Шалем (1793 – 1880) і Резалем (1828 – 1896), є творцем кінематики як 

самостійного розділу механіки. Ряд найважливіших досліджень також належать 

Варіньону (1654 – 1722), Гамільтону і Якобі (1804 – 1851). Великі досягнення в 

області механіки досягли також наші вітчизняні дослідники, такі як: М.В. 

Остроградському (1801 – 1861), П.Л. Чебишеву (1821 – 1894), Н.Е. Жуковському 

(1847 – 1921), С.А. Чаплигину (1869 – 1942), А. Н. Крилову (1863 – 1946) та інші. 

2. Статика розв’язує дві основні задачі: 

1. Якщо на тверде тіло діє система сил, то яким чином цю систему сил можна 

спростити? 

2. В яких випадках тверде тіло знаходиться в рівновазі під дією системи сил? 

 Абсолютно твердим тілом називають таке тіло, відстань між точками 

якого не змінюється при будь-яких механічних діях з боку інших тіл. Це означає, 

що в статиці не враховують деформації, які виникають в реальних тілах. В 

подальшому будемо говорити «тверде тіло» замість «абсолютно тверде тіло». 

 В механіці використовується ще один абстрактний образ тіло – 

матеріальна точка. 
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 Матеріальна точка – це тіло, розмірами якого можна знехтувати при 

вивченні його руху (або рівноваги). Матеріальна точка відрізняється від 

геометричної тим, що в ній зосереджена вся маса тіла.  

 Для врахування механічної взаємодії між тілами вводиться поняття 

сили. 

 Сила – це характеристика взаємодії двох тіл. Сила – величина векторна 

і визначається слідуючими трьома елементами: 

 точкою прикладання сили; 

 напрямом сили; 

 числовим значенням сили. 

Розмірність сили 2с

мкг
Н


 (ньютон). Позначають сили різними буквами 

.N, G, P,F   Якщо над буквою є стрілочка, то сила розглядається як векторна 

величина, якщо без стрілочки (наприклад F = 10 H), то враховується тільки 

числове значення сили. На рисунках сила обов’язково повинна бути позначена як 

вектор. 

Якщо на рисунках показується сила (а сила – це характеристика взаємодії 

двох тіл), то необхідно вказати, які два тіла взаємодіють. 

Наприклад: на рисунку 1.1 (а) тіло D висить на стержні. На рисунку 1.1 (б) 

показано дві сили, що діють на тіло D . Сила mg є характеристикою взаємодії 

тіла D і Землі, а сила N  – тіла D і стержня. 

 

Рис. 1.1. 
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Системи сили, що діють на тіло, бувають різні: 

1. Якщо лінії дії сили перетинаються в одній точці, то такі сили називаються 

збіжними. Якщо ці сили знаходяться в одній площині, то це пласка система 

збіжних сил, якщо ці сили в просторі – то це просторова система збіжних сил. 

2. Якщо сили діють в одній площині довільним чином, то ці сили складають 

плоску довільну систему сил. 

3. Якщо сили діють в просторі довільним чином, то такі сили складають 

просторову довільну систему сил. 

Зрозуміло, що найпростішою системою сил є система збіжних сил, а 

найскладнішою – просторова довільна система сил.  

Якщо одну систему сил, що діють на дане тіло, можна замінити другою 

системою сил, не змінюючи при цьому спокій чи рух, в якому знаходиться 

тіло, то такі дві системи сил називаються еквівалентними. 

3. Статика побудована на 6 аксіомах. 

Аксіома 1. Абсолютно тверде тіло знаходиться в рівновазі під дією двох сил 

тільки тоді, коли ці сили рівні по величині і напрямлені по одній прямій в 

протилежні сторони. 

21 FF   (1.1) 

Сили, які показані на рисунку 1.2, називаються зрівноваженими. 

Рис. 1.2. 

Аксіома 2. Не змінюючи дію системи сил на абсолютно тверде тіло, можна 

приєднати до цієї системи сил (або відкинути з неї) будь-яку зрівноважену 

систему сил (рис. 1.3). 

На рисунку 1.3(а) зрівноважені сили 1F  і 4F  по аксіомі 2 їх можна відкинути. 

Результат видно на рисунку 1.3(6). 
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Рис. 1.3. 

Використовуючи аксіому 2, можна довести наступну теорему. 

Теорема 1.1. Силу можна переносити по лінії її дії і від цього дія сили на 

тверде тіло не зміниться. 

Доведення. Нехай на тіло в 

точці А діє сила F (рис. 1.4.). Чи 

зміниться дія сили на тіло, якщо 

її перенести В по лінії АВ? В 

точці В приєднаємо зрівноважені 

сили 1F  і 2F , при чому 

FFF  21 . Це можна зробити 

по аксіомі 2. Маємо систему з трьох сил. Розглянемо сили F і 2F . Це 

зрівноважені сили і по аксіомі 2 їх можна відкинути. Таким чином, залишилась 

сила 1F , що діє в точці В. 

Аксіома 3. Якщо на тверде 

тіло в одній точці діють дві сили, 

то дію цих сил можна замінити 

дією однієї сили, яка напрямлена 

по діагоналі паралелограма, 

побудованого на цих силах, і 

чисельно дорівнює довжині діагоналі.    Рис. 1.5 

Сила R , яка заміняє в даному випадку дію сили 1F  і 2F , називається 

рівнодійною (рис. 1.5). 

 

Рис. 1.4. 
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.21 FFR   (1.2) 

.cos2 21

2

2

2

1 FFFFR   (1.3) 

 

Використовуючи аксіоми 1 і 3, і теорему 1.1, доведемо наступну теорему. 

Теорема 1.2. Якщо вільне тверде тіло знаходиться в рівновазі під дією трьох 

сил, які лежать в одній площині, то 

лінії дії цих сил перетинаються в 

одній точці. 

Доведення. Нехай тверде тіло 

знаходиться в рівновазі під дією 

трьох сил (рис. 1.6,а). Перемістимо сили 1F  і 

2F  по лінії їх дії в точку перетину А. Дію сил 1F і 2F  замінимо дією однієї сили 

21 FFR  (рис. 1.6, б). Тепер замість трьох сил маємо дві сили R  і 3F  і тіло 

знаходиться в рівновазі. Згідно аксіоми 1 це можливо при умові, що сили R  і 3F  

діють по одній прямій в протилежні сторони, тобто лінія дії сили 3F  перетинає 

точку А. 

Аксіома 4. Два тіла можуть взаємодіяти між собою з силами, рівними по 

величині і напрямленими по одній прямій в протилежні сторони. 

Ця аксіома називається законом 

рівності дії і протидії. 

Якщо тіло 1 діє на тіло 2 з силою 

2F , то одночасно тіло 2 діє на тіло 1 з 

силою 21 FF   (рис. 1.7.). 

Сили 1F  і 2F  не являються зрівноваженими 

силами, так як вони прикладені не до одного тіла, а до двох. 

Аксіома 5. Якщо деформоване тіло знаходиться в рівновазі під дією сил, то 

рівновага не порушиться і в тому випадку, коли це тіло затвердіє(стане 

абсолютно твердим. 

Рис. 1.6. 

          Рис. 1.7. 
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Ця аксіома дозволяє результати, отримані в статиці абсолютно твердого тіла, 

переносити на тіла, які можуть деформуватися. 

4. Розглянемо, як знаходиться напрям реакції деяких основних типів зв'язків. 

1. Гладенька опорна поверхня. 

Гладенькою називається поверхня, тертям тіла по якій можна знехтувати. 

Гладенька опорна поверхня не перешкоджає руху тіла по поверхні, але 

перешкоджає переміщенню тіла вздовж нормалі до поверхні зв'язку, тому реакція 

зв'язку напрямлена по нормалі до зв'язку. Цю реакцію називають нормальною 

реакцією.   

В точці А (рис. 1.8) нормальна 

реакція AN  напрямлена 

перпендикулярно АС, в точці В реакція 

BN  перпендикулярна АВ. В точці D 

реакція DN  перпендикулярна поверхні 

DL. З рисунка 1.8. видно, як напрямлені 

реакції опори в точках K i L. 

2. Негладенька опорна поверхня. 

Негладенька опорна поверхня – це 

шорстка поверхня і в цьому випадку 

необхідно враховувати сили тертя 

ковзання. На рисунку 1.9 А
N , BN , DN  

– це нормальні реакції опор. A
F , B

F , 

D
F  – це сили тертя ковзання. 

3. Шарнірне з’єднання тіл. 

На рисунку 1.10 балка АВ знаходиться на двох опорах. В точці А опора 

називається нерухомий шарнір, а в точці В – рухомий шарнір.  

Рис. 1.8. 

                       Рис. 1.9. 
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Конструктивно нерухомий 

шарнір виконаний наступним чином. 

На нерухомий циліндричний болт 

надівається стержень AL (рис. 1.10), 

який має циліндричний отвір, діаметр 

якого більший за діаметр болта.  

 

Стержень AL (AB) має можливість тільки 

обертатись навколо осі болта. Реакція A
R  

циліндричного шарніра лежить в площині, 

перпендикулярній осі болта і проходить через центр 

болта. Реакція опори невідома за величиною і 

невідомий напрям її дії. Тому цю реакцію розкладають 

на дві складові A
X  і A

Y , де A
X  – проекція вектора на 

вісь АХ, а A
Y  – на вісь AY. Якщо будуть знайдені проекції  A

X , A
Y , то реакція 

22

AAA
YXR   

Рухомий шарнір В побудований таким чином як і не рухомий шарнір, але він 

має можливість зміщуватись в одному із напрямів. Наприклад (рис. 1.10), шарнір 

В має можливість зміщуватись вздовж осі х, а шарнір D вздовж осі х1. Реакція 

рухомого шарніра проходить через вісь шарніра і напрямлена по нормалі до 

опорної поверхні. 

4. Підп’ятник, сферичний шарнір. 

Сферичний шарнір представляє собою кулю, яка 

може обертатися як завгодно в середині сферичної 

порожнини (рис. 1.11). Напрям реакції в цьому випадку 

вказати неможливо, тому цю реакцію розкладають по 

трьом осям координат на три складові A
X , A

Y , A
Z . 

       Рис. 1.12. 

                                                  Рис. 1.10. 

Рис. 1.11. 
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Підп’ятник представляє собою з’єднання циліндричного шарніра з опорною 

площиною (рис. 1.12). Такий зв’язок дозволяє обертатися валу                     

навколо його осі і переміщатися вздовж неї тільки в одному напряму. Реакція 

підп’ятника складається з реакції циліндричного підшипника A
X  і A

Y , і 

нормальної реакції A
Z  опорної площини. 

5. Реакція невагомого стержня. 

Якщо невагомий стержень має на кінцях шарнірні з’єднання, то реакція 

цього стержня напрямлена по стержню. 

Для тіла D (рис. 1.13, а), стержні 1 і 2 являються зв’язками.  

Реакції цих зв’язків напрямлені по стержням 1 і 2. Реакції стержнів 1 і 2 тіла 

показані на рисунку 1.13 (б). 

 

Рис. 1.13. 

6. Жорстке защемлення. 

Жорстке защемлення балки АВ 

показано на рис. 1.14. Якщо на балку 

діють активні сили F , то в 

защемленні виникають реакції, які 

складаються з реакції защемлення A
R і 

пари сил з моментом защемлення A
M . 

Так як напрям реакції A
R невідомі, то ця реакція розкладається на дві невідомі 

складові A
X , A

Y . Таким чином, в точці А жорсткого защемлення маємо три 

невідомі складові реакції   A
X , A

Y , A
M . 

Рис. 1.14. 
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Лекція 2 

«ПЛОСКА СИСТЕМА ЗБІЖНИХ СИЛ» 

Питання: 

1. Означення системи збіжних сил. Приведення системи збіжних сил до 

рівнодійної. 

2. Аналітичний спосіб знаходження рівнодійної плоскої системи збіжних 

сил. 

3. Умови рівноваги системи збіжних сил. 

4. Задача. 

 

1. Сили називаються збіжними, якщо лінії дії всіх сил, що складають 

систему, перетинаються в одній точці. 

Розв’яжемо першу задачу статики, а саме, замінимо дану систему сил більш 

простішою. 

Нехай в одній площині діють ,наприклад, чотири сили ,
1

F ,
2

F ,
3

F ,
4

F лінії дії 

яких перетинаються в одній точці О (рис. 2.1, а). 

 

Рис. 2.1 

Згідно теореми 1.1 переносимо сили по лінії їх дії в точку О (рис. 2.1,б). Цим 

самим ми отримали нову систему сил, які прикладені в одній точці О. Отримана 

система сил еквівалентна першій. Використовуючи аксіому 3, дію сил ,
1

F і ,
2

F

замінимо дією сили 2112
FF,R  , побудованою по правилу паралелограма. 

Замінимо дію сил 
12

R і 
3

F , дією однієї сили 321123
FFF,R  . І, останнє, на 

паралелограмі сил 
123

R і 4
F побудуємо силу 4321

FFFFR  . 
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Сила R  і буде рівнодійною всієї системи сил. Операцію додавання сил 

можна виконати, не будуючи кожний раз паралелограм сил. Для цього достатньо 

в точці В вектора 1F , прикласти початок вектора ,
2

F потім в точці С вектора 2
F

прикласти початок вектора 3
F  і т.д. (рис. 2.1, б). З’єднавши точку О прикладання 

сил з кінцем сили ,
4

F знайдемо рівнодійну R . Викладений спосіб знаходження 

рівнодійної називається правилом многокутника.  

Зробимо кінцевий висновок. 

Якщо задано п збіжних в точці О сил 1
F , 2

F ,…, n
F , то їх дію на тіло 

можна замінити дією однієї сили (рівнодійної), яка прикладена в точці О і 

дорівнює геометричній сумі векторів сил: 





n

k

kn FFFFR
1

21 ...  
(2.1) 

 

2. В пункті 2.1 рівнодійна система збіжних сил знайдена геометричним 

способом. Знайдемо рівнодійну R  аналітичним способом. Для цього виберемо 

систему координат з початком в точці О (рис. 2.2). 

Рис. 2.2. 

Спроектуємо векторний вираз (2.1) на осі декартової системи координат: 

   ;...
1

21 


n

k
knx XXXX

FFFFR  

....
1

21 


n

k
kny yyyy

FFFFR  
(2.2) 

Модуль рівнодійної 

.)()( 2

1

2

1

22



n

k
k

n

k
kyx YX

FFRRR  
(2.3) 
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Напрям рівнодійної знаходиться за напрямними косинусами 

.),cos(   ;),cos(
R

R
jR

R

R
iR

yx   
(2.4) 

Щоб аналітичним способом знайти рівнодійну R  системи збіжних сил, 

необхідно: 1) за формулами (2.2) знайти проекції рівнодійної на координатні осі; 

2) за формулою (2.3) знайти модуль рівнодійної; 3) за формулами (2.4) знайти 

напрям рівнодійної. 

3. Розв’яжемо другу основну задачу статики, а саме, необхідно 

встановити, при яких умовах тіло під однією системи збіжних сил буде в 

рівновазі. 

Сили, які прикладені в одній точці, взаємно зрівноважені тоді і тільки тоді, 

коли рівнодійна цих сил дорівнює нулю. 





n

k

kFR
1

.0  
(2.4.а) 

Цю векторну рівність називають векторною умовою рівноваги системи 

збіжних сил. Геометрично ця умова виражає вимогу того, щоб силовий 

многокутник, побудований на цих силах, був замкнений. 

Запишемо аналітичні умови рівноваги системи збіжних сил. Для цього 

використаємо вираз (2.3) при умові, що R=0. Тоді: 

 


n

k
k Х

F
1

.0  
(2.5) 

 


n

k
k

F
1

.0
Y

 

Для рівноваги плоскої системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб 

дорівнювала нулю алгебраїчна сума проекцій всіх сил на кожну з координатних 

осей. 

4. Задача 

АВ = 6 м На ферму в точці D діє сила Р = 3 кН. Лінія дії сили Р  

знаходиться на відстані 2 м від опори А (рис. 2.7, а). Знайти 

реакції опор А і В, якщо АВ=6 м. Вагою ферми знехтувати 

Р = 3 кН 

AD = 2 м 

RA = ?; RB = ? 
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Розглянемо рівновагу ферми. 

Для неї в’язями являються опори в 

точках А і В. Лінія для реакції опори 

А перпендикулярна контактній 

площині. Точка С є перетин лінії дії 

сили Р  і реакції 
A

R . 

Тоді лінія дії реакції 
B

R  

перетинає точку С. Знайдемо кут α. 

З (м). 46,33260  0  ADtgCDACD  

З ∆ DBC CB (м). 29,51612 22  DBCD  

Тоді 

.87,0
4

32
   ;76,0

29,5

4
cos   ;65,0

29,5

46,3
sin 

DB

CD
tg

CB

DB

CB

CD
  

Запишемо рівняння рівноваги: 





n

k
BAk

RRF
Х

1

0 ;0cos60cos ;0     (1) 





n

k
BAk

PRRF
Y

1

0 ;0cos60cos ;0    (2) 

З виразу (1) .0
cos

60cos 0




A

B

R
R  

Підставимо B
R  в вираз (2). 

;0
cos

sin

2
60sin 0 




A

A

R
PR  

;060sin
2

1 0 
AA

RPtgR   

.)60sin
2

1
( PtgR

A
  

Звідси RA=2,31 (кН). Тоді 52,1
76,02

31,2





B
R (кН), B

R =1,52 (кН). 

Перевірити ці результати можна за допомогою силового трикутника         

(рис. 2.3, б). 

 

 

 

Рис. 2.3 
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Лекція 3 

«СИСТЕМА СИЛ, ДОВІЛЬНО РОЗМІЩЕНИХ НА ПЛОЩИНІ» 

Питання 

1. Момент сили відносно точки. Пара сил. Момент пари сил. 

2. Теореми про паралельне перенесення сил і про перенесення пари сил. 

3. Теорема про додавання пар сил. Умова рівноваги системи пар сил. 

4. Зведення плоскої системи сил даного центра. Головний вектор і головний 

момент. 

5. Аналітичний спосіб знаходження головного вектора плоскої довільної 

системи сил. 

6. Окремі випадки зведення плоскої довільної системи сил. 

7. Аналітичні умови рівноваги плоскої довільної системи сил. 

 

1. Під дією сили тіло може рухатись поступально або обертатись. Обертальна 

дія сили виражається моментом сили. 

Момент сили відносно точки О 

дорівнює добутку модуля сили на плече. 

Плече – це найкоротша відстань лінії 

дії сили до точки О (рис. 3.1.) 

 

.)( FdFMO 
 

(3.1) 

Відмітимо наступні властивості моменту сили відносно точки: 

1. Момент сили відносно точки не зміниться при перенесенні точки 

прикладання сили вздовж її лінії дії, так як при цьому не змінюється ні модуль 

сили, ні довжина його плеча. 

2. Момент сили відносно точки дорівнює нулю тільки тоді, коли модуль сили 

дорівнює нулю, або коли лінія дії сили перетинає цю точку (тому що в цьому 

випадку довжина плеча дорівнює нулю). 

Пара сил – це дві сили, які рівні по величині, протилежно напрямлені, лінії дії 

їх паралельні і знаходяться на відстані d одна від одної (рис. 3.2.) 

 

Рис. 3.1 
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Рис. 3.2. 

Теорема 3.1. (Теорема про момент пари сил). 

Момент пари сил дорівнює добутку однієї із сил пари на плече пари сил. 

.FdM   (3.2) 

2. Силу можна переносити по лінії її дії і від цього дія сили на тіло не 

зміниться. 

Виникає два питання: 

1) Чи зміниться дія сили на тіло, якщо її перенести паралельно самій собі? 

2) Чи зміниться дія пари сил на тіло, якщо її перенести в інше місце в 

площині її дії? 

Відповіді на ці питання дають теореми 3.2. і 3.2. 

Теорема 3.2. Силу можна перенести паралельно самій собі, якщо до цієї сили 

приєднати пару сил, момент якої дорівнює моменту сили відносно точки, куди 

переносять цю силу. 

 

Рис. 3.3. 

Доведення. Нехай в точці А діє сила F (рис. 3.4, а). В точці О прикладемо дві 

зрівноважені сили 1F  і 2F  причому FFF 
21 (рис. 3.3, б). Це можна зробити 

згідно аксіоми 2. Ми маємо вже три сили, з яких сили F і 2F  складають пару сил. 
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З рисунка 3.3. (б) видно, що сила діє вже в точці 

О, і, крім цього, є пара сил з моментом 

AOFM  . Щоб кожного разу не малювати 

пару сил, домовимось пару сил малювати 

стрілкою, як показано на рис. 3.3 (в). 

Теорема 3.3. Пару сил можна переносити в 

площині її дії і від цього її дія на тіло не 

зміниться. 

Доведення. Нехай в площині діє пара сил з 

плечем АВ. Момент пари ABFM  . Візьмемо в 

довільному місці на цій площині відрізок ABCD  і на це місце перенесемо 

пару сил. Спочатку перенесемо сили 1F  і F  по лінії їх дії в точки L i K. Від цього 

дія сили на тіло не зміниться. Приєднаємо до цих сил в точках K i L зрівноважені 

сили ,FF, FF
4532

 причому .
5432

FFFFF   

Дію сили F  і 3F замінимо силою 31
FFR  , а дію сил 1F  і 4F  – силою 

412
FFR  . Сили 21

RR   – зрівноважені і їх можна відкинути. Залишаються 

сили 2F  і 5F , які по лінії їх дії переносимо в точки C i D, що співпадає з 

моментом М як по величині, так і по знаку. 

3. Означення. Дві пари сил називаються еквівалентними, якщо в них однакові 

моменти як по величині, так і по знаку. 

Якщо замість пари сил з моментом dFM 
1 , що діє на тіло, прикласти 

другу пару сил з моментом hQM 
2  і при цьому )(

21
QhFdMM  , то 

стан тіла від цього не зміниться. Еквівалентні пари можуть відрізнятись своїм 

місцезнаходженням в площині, модулем сили, довжиною плеча, аби тільки в них 

були однакові моменти пари по величині і по знаку. 

 

 

 

Рис. 3.4 



19 

Теорема 3.4. (Теорема про додавання пар сил). 

Якщо в одній площині діє декілька пар сил, то їх дію можна замінити дією 

однією пари сил, момент якої дорівнює алгебраїчній сумі моментів заданих пар 

сил. 

 

Рис. 3.5. 

Доведення: 

Нехай на тверде тіло в одній площині діє три пари сил з моментами: 

111
dFM  ,  ,

221
dFM 

333
dFM   (рис. 3.5, а). Перетворимо ці пари в 

еквівалентні з плечима d = AB.  

d;QdFM
1111

  d;QdFM
2222

 .
3333
dQdFM   

Перенесемо сформовані еквівалентні пари до плеча АВ. В точці А будуть 

сили ,
1

Q ,
2

Q ,
3

Q  а в точці В – ,
1

Q ,
2

Q ,
3

Q  (рис. 3.5, б). Ці сили діють по прямим 

лініям і їх дію замінимо силами, модулі яких 321
QQQR  , в 

321
QQQR  (рис. 3.5, в). Ці сили складають пару сил ) ,( RR  з плечем     

AB = d. Знайдемо момент цієї пари сил. 

.
321321321

MMMdQdQdQd)QQ(QdRM   

Це і треба було довести. 

Якби задана система пар сил мала n пар, розміщених в одній площині, то 

отримали б одну рівнодійну пару сил з моментом: 





n

k
k

MM
1

1
.  

(3.3) 
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Виведемо тепер умову рівноваги системи пар сил, розташованих в одній 

площині. 

Система пар сил, розміщених в одній площині, як тільки що було доведено, 

може бути замінена еквівалентною парою, момент якої дорівнює алгебраїчній 

сумі моментів заданих пар сил (3.3). 

Для того, щоб система пар сил, розміщених в одній площині, 

зрівноважувалась, необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна сума моментів всіх 

даних пар дорівнювала нулю. 





n

k
k

MM
1

1
.0  

(3.4) 

Розглянемо плоску довільно розміщену систему сил. Як завжди, ми повинні 

розв’язати дві основні задачі статики: 

1) спростити цю систему сил (якщо це можливо); 

2) знайти умови рівноваги цієї системи сил. 

Нехай в одній площині діє n сил, розташованих довільно (рис. 3.6, а). 

Візьмемо в площині дії сил довільну точку О, яку назвемо центром зведення. 

Використовуючи теорему 3.2, перенесемо сили n
F F,F ...

21 паралельно самим собі 

в центр О. Це можна зробити, якщо до цих сил приєднати пари сил з моментами 

n
...M, MM

21 (рис. 3.6, б). Як видно з рисунка 3.6 (б), ми отримали приведену 

систему збіжних сил і зведену плоску пар сил можна замінити однією парою сил з 

моментом М0. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.6. 
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Тоді: 

;FR
n

k
k




1

 
(3.5) 

).(M
1

0
1

0 k

n

k

n

k
k

FMF 


  
(3.6) 

Величина R , яка дорівнює геометричній сумі всіх сил системи (3.5) 

 

Лекція 4 

«ЗНАХОДЖЕННЯ РЕАКЦІЙ ОПОР СКЛАДЕНОЇ КОНСТРУКЦІЇ» 

 

Розглянемо тепер задачі на рівновагу не одного тіла, а системи тіл, які вільно 

опираються один до одного, або з’єднаних між собою певним чином, і 

знаходяться під дією довільної системи сил. Таку систему тіл називають 

складеною системою. 

Задача 4.1.  

Балка АВ складається з двох балок ВС і АС, з’єднаних 

між собою шарніром С. На складену балку АВ діє сила в 20 

кН, пара сил з моментом 30 кНм і рівномірно розподілене 

навантаження інтенсивності 2 кН/м (рис. 4.1, а). Не 

враховуючи вагу конструкції, знайти реакції опор і шарніра С. 

F=20  кН 

М=30  кНм 

q=2  кН/м 

 

ХA=?,YA=?,RD=?, 

RB=?, ХC=?, YC=? 

Розглянемо рівновагу балки АВ в цілому. Для неї в’язями є нерухомий 

шарнір А, рухомий шарнір D і невагомий стержень BL. Маємо чотири невідомих 

ХА, YА, RD, RB, а незалежних рівнянь для їх знаходження можна скласти тільки три. 

(рис. 4.10, а). Тому дану складену за допомогою шарніра С систему двох балок 

розріжемо по шарніру С на дві балки ВС і СА і розглянемо рівновагу кожної з 

балок окремо (рис. 4.10, б,в). 
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Дія балки АС на балку ВС 

передається через шарнір С і, 

враховуючи те, що напрям дії 

невідомий, то розкладемо реакцію 

CR   на дві складові ХС,, YС (рис. 

4.1,б). Аналогічно і для балки АС, 

тільки реакція /

CR  буде напрямлена 

в протилежну сторону реакції  CR . 

Чисельно CC XX / , CC YY / , а те що 

вони напрямлені в протилежні 

сторони враховано на рисунку 4.1,в. 

Розподілене навантаження, що діє на балку ВС, замінимо зосередженою силою 

Q1=q·l1=2·3=6 (кН). Аналогічно, для балки АС маємо Q2=q·l2=2·6=12 (кН) 

Маємо тепер шість невідомих ХA, YA, RD, RB, ХC, YC. Для знаходження цих 

невідомих маємо скласти шість рівнянь рівноваги. Ці шість рівнянь можна 

отримати, якщо розглянути рівновагу балок АВ і ВС, або балок АВ і АС, або 

балок ВС і АС . Ми  вибираємо третій варіант. 

Розглянемо рівновагу балок ВС і АС  (рис 4.1, б,в). 

Складемо рівняння рівноваги балки ВС. 

0
1




n

ki

kX
F ;   030sin 0 FXC ; 

(1) 

0
1




n

k

kY
F ;  030cos 1

0  CDB YQRFR ; 
(2) 

0)(
1




n

k

kC FM ;   05.16930cos12 1

0  QRFR DB  
(3) 

Складемо рівняння рівноваги балки АС. 

0
1




n

ki

kX
F ;         0/  AC XX ; 

(4) 

0
1




n

k

kY
F ;        02

/  AC YQY ; 
(5) 

Рис.4.1 
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0)(
1




n

k

kC FM ;   01232  MYQ A  
(6) 

Розв’язавши рівняння (1) - (6), маємо: 

ХА=10 кН,  YА=0,5 кН,  RD=42,16 кН,  RB=-7,34 кН,  ХC=10 кН,  

YC=-11,5 кН. 

Для перевірки цих результатів складемо одне з рівнянь рівноваги  балки АВ 

(рис 4.1, а). 




1235.16930cos12)( 21

0

1

ADB

n

k

kC YMQQRFRFM

0125,0303125,16616,429866,0201234,7  . 

 

Лекція № 5 

Модуль 2. Кінематика 

«ОСНОВНІ ВІДОМОСТІ З КІНЕМАТИКИ ТОЧКИ» 

Питання: 

1.Предмет кінематики 

2.Способи визначення руху точки 

 

Кінематика – розділ механіки, в якому вивчається рух тіл без врахування їх 

маси і діючих на них сил. У кінематиці рух вважається заданим, якщо задані як 

функції часу параметри, які визначають положення тіла по відношенню до 

вибраної системи відліку. Неперервну криву, яку описує точка при своєму русі 

називають траєкторією точки. Якщо траєкторією точки є пряма лінія, то рух 

точки є прямолінійним. Якщо траєкторією є крива лінія, то рух точки називають 

криволінійним.  

Основними питаннями кінематики є виявлення математичних способів 

завдання руху і методів визначення всіх кінематичних величин, що 

характеризують даний рух(траєкторія, швидкість, прискорення). Для розв’язання 

цієї задачі необхідно, щоб був заданий закон руху даного тіла або точки. Існує і 

обернена задача : по відомим швидкостям і прискоренням знайти закон руху 

точки.  
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Щоб описати рух точки, потрібно для кожного моменту часу задати її 

положення по відношенню до вибраної системи відліку. Для визначення 

криволінійного руху точки можна використати один з трьох способів : 

 Векторний 

 Координатний 

 Звичайний(натуральний) – цей спосіб використовується тоді, коли 

наперед відома траєкторія руху точки. 

Вектором переміщення називається відрізок прямої, який проведений з 

початкового положення в кінцеве положення переміщення точки. 

Механічний рух –це рух, що відбувається в просторі і в часі, при якому 

відбувається зміна положення одного тіла відносно іншого, з якими пов’язана 

система координат. В механіці час вважається універсальним, тобто однаковим 

для усіх систем відліку і не залежить від руху однієї системи по відношенню до 

іншої.(час у секундах) 

1/24*3600=1(с) від сонячної доби 

1/31556925,4437=1(с) тропічного року 

Характеристики руху 

 Прискорення 

 Траєкторія 

 Швидкість 

 (можуть бути і інші, але всі вони є формами часу) 

Геометричне місце послідовних положень точки, що рухається в системі 

координат називається траєкторією. 

Існує три способи завдання руху точки: 

 Векторний 

 Координатний 

 Звичайний(натуральний) 

Положення точки в просторі при векторному способі визначається радіус-

вектором. 
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Положення довільної точки М, що рухається по відношенню до обраної 

системи відліку Oxyz можна визначити за допомогою її радіуса-вектора , 

проведеного з початку координат О в дану точку (рис.1.1). 

 

Рис. 5.1 

При русі точки М вектор  з плином часу  буде змінюватися як за модулем, 

так і по напряму, тобто він буде вектором-функцією, що залежить від скалярного 

аргумента : 

 
(5.1) 

Швидкість – векторна величина, яка характеризує бистроту і напрям руху 

точки у заданій системі координат. 

Прискоренням точки називається кінематична міра зміни швидкості точки, 

яка дорівнює похідній за часом від швидкості цієї точки в обраній системі відліку 

Середнє прискорення точки характеризує зміну вектора точки за деякий 

проміжок часу. Вектор середнього прискорення направлений по вектору зміни 

швидкостей або завжди направлений в сторону увігнутої кривої лінії .  

Прискорення руху точки дорівнює першій похідній по часу від вектора 

швидкості або другій похідній від радіус-вектора точки. 
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Лекція № 6 

«ЗНАХОДЖЕННЯ ШВИДКОСТІ ТА ПРИСКОРЕННЯ ТОЧКИ 

РІЗНИМИ СПОСОБАМИ» 

Питання: 

1.Векторний спосіб знаходження 

a) швидкості  

b) прискорення 

2. Знаходження швидкості і прискорення у прямокутній декартовій системі 

координат 

3.Визначенняшвидкості і прискорення при натуральному способі задання 

руху точки. 

a) Нехай т.М рухається з деякою траекторією 

 

Рис. 6.1. 

Нехай відомо положення т.М в момент часу, положення т.М1 :  

∆t=t1-t 

∆r/∆t = Vcp 

∆r= r1-r 

Vcp –середняшвидкість . 

Середня швидкість характеризує зміну вектора переміщення  ∆r за проміжок 

часу ∆t.  Вектор середньої швидкості буде направлений по  ∆r. При 

криволінійному русі точки вектор середньої швидкості направлений по хорді 

ММ1 в сторону руху точки. При прямолінійному – вздовж самої траєкторії. 

V=dr/dt=0/r 
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Вектор швидкості точки в даний момент часу дорівнює першій похідній по 

часу від радіус вектора точки. 

Вектор швидкості направлений по дотичній до траєкторії руху в сторону 

руху точки по дотичній. 

 b) Прискоренням точки називається кінематична міра зміни швидкості 

точки, яка дорівнює похідній за часом від швидкості цієї точки в обраній системі 

відліку 

 

. 

(6.1) 

 

Рис. 6.2. 

3. При натуральному способі визначення руху точки завжди відома 

траєкторія і рівняння руху : 

S=S(t). 

 

Рис. 6.3. 
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Крім натурального, введемо векторний . 

При русі точки дугова координата S змінюється, як і r = r(S/(t)) , де r – є 

функцією дугової координати S, яка є функцією часу. Для знаходження швидкості 

точки використаємо формулу : V=dr/dt=dr/ds=ds/dt 

Розглянемо dr/ds : нехай в момент часу т.Мізr . За час t+∆t , точка 

переміститься в положення r1 із радіус положення r+∆r . 

Одним із критеріїв траекторії є її кривизна. 

Для знаходження прискорення при натуральному способі визначення руху 

використовуємо відомі формули в декартовій системі координат, з урахуванням 

швидкості натурального способу. 

Встановимо, що при русі т.М з часом зміниться і модуль швидкості V, 

напрямок характеризується τ= τ(t) 

Прискорення :  
  

  
 

 

  
(  τ)  

  

  
τ 

   

  
 

Повне прискорення розкладається на дві складові : 

1) Перша, яка направлена по τ (дотично до траєкторії руху) – називається 

дотичним прискоренням. 

 τ  
  

  
 ; 

 τ  
  

  
 
   

   
 

Модуль дотичного прискорення дорівнює похідній по часу від модуля 

швидкості.  

Друга, прискорення     
  

  
 . Для встановленнясутіприскорення, 

визначимо
  

  
 – це похідна від одиничного орту   по часу, а також, це вектор, який 

є функцією часу. 

(   )    
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З цієї рівності – вектор 
  

  
перпендикулярнийτ, крімцього

  

  
перпендикулярний 

швидкості і лежить в стичній площині. Це говорить про те, що напрям цього 

вектора співпадає з напрямом головної нормалі траєкторії n 

  

  
 |

  

  
|   

Врезультатідоведення 

  

  
 
 

 
  

Висновок: Похідна по  часу від одиничного вектора – є вектор направлений 

перпендикулярно заданому, модуль якого знаходиться за формулою 

   
  

 
  

Прискорення   - нормальне прискорення, направлене по головній нормалі до 

центру кривизни траєкторії. 

Модуль прискорення :   
  

 
 

Повне прискорення : дотичне і нормальне 

        

  √  
    

  

 

Рис. 6.4. 
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Дотичне прискорення   характеризує зміну точки по величині, а нормальне 

   - за напрямом. 

 

Лекція 7 

«КІНЕМАТИКА ТВЕРДОГО ТІЛА» 

Питання 

1.Загальні поняття 

2.Поступальний рух твердого тіла 

3.Обертальний рух навколо нерухомої осі (кінематика точки; кінематика 

абсолютно твердого тіла) 

В даному розділі розглянемо абсолютно тверді тіла (тіло), відстань між 

точками якого не змінюється при русі цього тіла. 

Розглянемо дві задачі: 

1) 1-е, знаходження рівняння руху твердого тіла по відношенню до 

обраної системи координат. Це означає, що необхідно встановити такі рівняння за 

допомогою яких в довільний момент часу, можна знайти положення тіла відносно 

заданої системи координат. 

2) 2-е полягає в тому, щоб за знайденим рівнянням руху твердого тіла, 

знайти кінематичні характеристики руху в цілому, а потім швидкість і 

прискорення, які має тіло. 

Існує два види руху тіла: 

1.поступальний 

2.обертальний рух навколо нерухомої осі 

Рух тіла називається поступальним, якщо будь-який відрізок, який взятий на 

цьому тілі, рухається паралельно самому собі. 
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Рис. 7.1. 

rA=rB+AB (1) 

AB – вектор, що з’єднує точки А і В. 

Так, як тіло абсолютно тверде, то відстань між точками А і В не змінюється. 

АВ = const. Напрям вектора за означенням поступального руху також не 

змінюється АВ = const (2). За даним означенням, робимо висновок – траєкторії 

точок А і В будуть однакові, тільки зміщенні на відстані АВ. 

   

  
 
   

  
 
 (  )

  
 

   

  
 
   

  
 

      

При поступальному русі твердого тіла всі точки рухаються за однаковими 

траєкторіями, мають однакові швидкості і прискорення. 

 

Рис. 7.2. 

При поступальному русі достатньо розглянути рух однієї з точок – це центр 

тяжіння. Не слід вважати, що при поступальному русі, його точки повинні 

рухатись прямими лініями. 
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Обертовий рух – якщо хоча б дві точки тіла залишаються нерухомими при 

його русі, такий рух називається обертальним навколо нерухомої осі. Виведемо 

рівняння: 

φ=φ (t)(рад) 

Нехай в момент часу t кут = φ, а в момент часу t1 = φ1 

∆t=t1-t 

φ=φ1-φ
  

   
      (середня кутова швидкість, яка характеризує зміну кута Φ за 

деякий проміжок часу t, (рад/с). Чим менший ∆t, тим ближче за значенням 

середня кутова швидкість відповідає кутовій швидкості в момент часу t. 

 

Рис. 7.3. 

   
 φ

  
 φ , де  - миттєва кутова швидкість тіла в даний момент часу. 

Миттєва кутова швидкість в даний момент дорівнює першій похідній по часу 

від функції кута обертання.  

Нехай в деякий момент часу t кутова швидкість рівна   , а в момент часу 

t1= 1, тоді відношення зміни 
  

  
     називається середнім кутовим 

прискоренням ( 
  
) .    характеризує зміну кутової швидкості за деякий 

проміжок часу (рад/с
2
).  

   
  

  
   

Миттєве кутове прискорення тіла в даний момент часу дорівнює першій 

похідній по часу від функції кутової швидкості 
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Кутове прискорення дорівнює другій похідній по часу від функції кута 

обертання: додатній знак вказує на те, що кутова швидкість збільшується і маємо 

прискорений обертальний рух тіла. 

Рівняння рівномірного обертального руху тіла 

При рівномірному обертальному русі   = const 

dφ =     

Sdφ =      

φ  =      

Постійні інтегрування знаходять із початкових умов, якщо t1=0 , то 

початковий кут  

φ0=C1;   φ=φ0+    

Якщо φ0= 0, то φ=    . 

Якщо тіло за деякий час зробило n обертів, то кут φ зв’язаний з кількістю 

обертів певною залежністю φ= 2πN 

Раніше відмічалося, що розмірність рад/с. Якщо перейти до техніки, то існує 

інша залежність (об/хв)   
  

  
 ;   

  φ

 
;   – кутова швидкість (рад/с) . n= кутова 

швидкість (об/хв). 

Рівняння рівномірного обертального руху тіла 

Рівномірний рух буде, коли кутове прискорення  =const; 

dω= Ɛdt 

ω= Ɛt+C2 

ω0=C2 

ω= ω0+ t, де ω0– кутова швидкість тіла в початковий момент часу t=0
 φ

  
 

      

 φ           φ      
   

 
   φ    ; Якщо φ

 
  , то :φ      

   

 
 . 

Швидкість і прискорення точок тіла, яке обертається навколо нерухомої осі. 

Нехай тіло обертається навколо нерухомої осі з кутовою швидкістю   і 

кутовим прискорення  . 
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Всі точки тіла рухаються за траєкторією кола із різними радіусами обертання  

  
  

  
 

Нехай за елементарний проміжок часу dtтіло повернеться на кут dφ, тоді 

точка А пройде шляхdS; dS=Rdφ 

   
  

  
    

     

Швидкість точки, яка належить тілу, що обертається дорівнює добутку 

кутової швидкості тіла на радіус обертання точки. Вектор швидкості направлений 

перпендикулярно радіусу обертання, так як точки тіла рухаються по 

криволінійним траєкторіям, то їх прискорення в загальному випадку складається 

із дотичного і нормального. 

Дотичне прискорення, яке належить тілу, що обертається дорівнює добутку 

кутового прискорення тіла на радіус обертання. Дотичне прискорення направлене 

перпендикулярно радіусу обертання : а  
  

  
  

(  )

  
    .         

Нормальне прискорення точки, яке належить тілу, що обертається дорівнює 

добутку квадрата кутової швидкості тіла на радіус обертання, 

а  перпендикулярне а .   
  

 
 

   

 
     

  =     

Вектор нормального прискорення завжди перпендикулярний вектору 

дотичному і направлений до радіусу обертання до центру кривизни.  

Повне прискорення дорівнює : а  а   а  

 

Лекція 8 

«ПЛОСКИЙ РУХ ТВЕРДОГО ТІЛА» 

Питання: 

1. Означення плоского руху. 

2. Рівняння плоского руху твердого тіла. 

3. Швидкість точок тіла при його плоскому русі. 

4. Властивість швидкостей точок плоскої фігури, які лежать на одній прямій. 
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5. Миттєвий центр швидкостей. 

Якщо всі точки тіла рухаються в площинах, які паралельні деякій нерухомій 

площині, то такий рух називають плоско-паралельним (плоским рухом тіла). 

Рух КШМ: всі ланки даного механізму можуть рухатись в одній площині. 

Нехай тіло виконує плоский рух. Розглянемо рух плоского перерізу S.  

 

Рис. 8.1. 

A, B – радіус-векториточок. 

Із часом A, B змінюються, вони є функціями часу. При русі тіла відстань 

між точками А і В – не змінюється(тіло тверде), але змінюється його напрям (А,В 

= const) 

AB=AB(t) 

При поступальному русі тіла АВ=const 

При плоско-паралельному АВ≠const 

Отже, плоский рух можна розглядати як суму двох простих: 

1) Поступальний рух разом з полюсом А1  

2) Обертальний рух навколо полюса А1 

Полюси можна змінювати, візьмемо за полюс т.В. Нехай тіло з положення 1 

рухається в положення 2, т.В››В1;   А››А2 навколо полюса В1, відрізок АВ 

повернути так, що т.А››А1. 

Висновок:  

1) Вибір полюса не впливає на обертальний рух тіла, це значить, що 

величина кутової швидкості і кутового прискорення не буде залежати від вибору 

полюса. 
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2) Вибір полюса впливає на поступальний рух тіла, таким чином плоский 

рух тіла розглядаємо як поступальний рух тіла з обертанням навколо полюса . 

Швидкість точок тіла, яке виконує плоский рух, де полюсом виступає т.А 

   
  

  
 

   
  

  
 

    
  

  
 ,            

Швидкість довільної точки при його плоскому русі дорівнює векторній сумі 

швидкості полюса і обертальній швидкості цієї точки навколо полюса. 

Складова     – означає, що точка В обертається навколо точки А. 

При обертовому русі (    АВω). 

  – кутова швидкість тіла при його обертанні навколо полюса А, обертальна 

швидкість завжди перпендикулярна АВ. 

Властивість1: 

Проекції швидкостей точок плоскої фігури на лінію, що проходить через ці 

точки – рівні. 

Властивість 2: 

Кінці векторів точок плоскої фігури, які лежать на одній прямій, також 

лежать на 1-й прямій і будуть ділити її на частини пропорційні відстаням між 

цими точками. 

 

Лекція 9 

МИТТЄВИЙ ЦЕНТР ШВИДКОСТЕЙ 

 

Користуючись теоремою про швидкість точок плоскої фігури покажемо, що 

у кожний момент часу існує точка, що невід’ємно пов’язана з плоскою фігурою, 

швидкість якої в цей момент часу дорівнює нулю. Цю точку називають миттєвим 

центром швидкостей. 

Припустимо, що відомі швидкість деякої точки т.О плоскої фігури та напрям. 

Приймемо т.О за полюс, тоді швидкість будь-якої точки фігури буде дорівнювати 
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швидкості полюса V0 та обертальній швидкості точки навколо цього полюса. 

Проведемо перпендикуляр таким чином, щоб напрям повороту швидкості до 

нього співпадали з напрямом обертання фігури. Обертові швидкості цього 

перпендикуляра навколо полюса О направлені протилежно швидкості полюса. 

 

Рис. 9.1. 

Знайдемо т. Р, обертова швидкість дорівнює швидкості V0 і направлена в 

протилежну сторону. 

т. Р в даний момент часу є миттєвим центром швидкостей. Встановимо 

положення точки Р, обчислимо обертову швидкість т. Р навколо полюса О і 

прирівняємо ці швидкості полюса. 

Миттєвий центр швидкостей плоскої фігури знаходиться на перпендикулярі 

до напряму швидкості полюса і навідстаніV0/ ω 

Встановлення швидкості точок за допомогою миттєвого центра 

швидкостей 

 

Рис. 9.2. 

Щоб знайти миттєвий центр необхідно провести перпендикуляр. 

              

             

              

Миттєвим центром швидкостей називається така точка плоскої фігури 

швидкість якої в даний момент часу дорівнює нулю. 
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МЦШ завжди знаходиться на перпендикулярі до вектора швидкості на 

відстані AP=Va/ω. 

МЦШ має наступні властивості: 

 

Рис. 9.3. 

1.Швидкості точок плоскої фігури в даний момент часу розподіляються так 

само як і при обертанні фігури навколо осі, що проходить через миттєвий центр 

швидкостей перпендикулярний площині фігури. 

2. Модуль швидкості довільної точки плоскої фігури, в кожний момент часу 

дорівнює добутку кутової швидкості тіла на миттєвий радіус с обертання точки.  

       

       

       

3. МЦШ знаходиться на перетині перпендикулярів до векторів швидкостей в 

даних точках. 

4. Відношення швидкості двох точок плоскої фігури прямо пропорційне 

відношенню відстаней цих точок до МЦШ. 

5. Кутова швидкість обертання навколо МЦШ визначається за формулою: 

  
  
  

 
  
  

 

Щоб знайти кутову швидкість тіла при його плоскому русі за допомогою 

МЦШ необхідно швидкість якоїсь точки розділити на відстань.  

 

 

 

 

 



39 

Лекція 10 

«ПЛОСКИЙ РУХ ТВЕРДОГО ТІЛА» 

Питання: 

1) Прискорення точок тіла при його плоскому русі 

2)Миттєвий центр прискорень 

3)Визначення положення миттєвого центра прискорень (МЦП) 

 

Рис. 10.1. 

Нехай тіло виконує плоский рух, його кутова швидкість -  , кутове 

прискорення- . 

Вектори 


 і 

направлені перпендикулярно до площини рухомої фігури. 

На малюнку а) вектори 


 і 


 співпадають по напряму. Тобто вважаються, що 

плоска фігура виконує прискорення. Візьмемо точку А прискорення якої відомо 

(за полюс). Знайдемо прискорення точки В цього  тіла. Використовуємо наступну 

формулу  : )(


 ABVV AB 


 

Підкреслимо, що 


 і B


- є величини змінні( тобто залежить від часу). 


AB

при русі є незмінним, але змінюється його напрям. Візьмемо похідну по часу від 

попереднього виразу: 
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)()*(





dt

dAB
AB

dt

d

dt

dV

dt

Vd AB 
 



 

В цьому виразі : B
B a

dt

dV 
 , A

A a
dt

dV 
  (прискорення точок В та А) 


 



dt

d
(вектор кутового прискорення)  

BAV
dt

dAB 




(обертальна швидкість точки В відносно точки А) 

Таким чином, прискорення точки А і В пов’язані наступним виразом: 

)*()*( BAAB VABaa


 


 

Векторний добуток )(


 AB


вданому випадку є вектором який лежить в 

площині  фігури і перпендикулярний вектору 


AB . Позначимо цей вектор :


BAa (і 

назвемо дотичним прискорення точки В при обертанні  її навколо полюса А): 



 ABaBA  
, 



 ABaBA


 

У зв’язку з тим, що  
 

 AB , то модуль прискорення 


BAa  можна знайти з 

наступної залежності: ABaBA    

Вектор обертання швидкості BAV


точки В при обертанні навколо полюса  

точки А направлений  перпендикулярно вектору 


AB лежить в площині плоскої 

фігури. Векторний добуток 



 AB


дає вектор, який лежить в площині фігури і 

направляє по АВ до полюса точки А. Позначимо цей вектор  через na по ВА і 

називають його нормальним прискоренням точки В при обертанні навколо 

полюса точки А: 

BABA Va



 



41 

Вектор швидкостей 


BA завдяки лежить в площині фігури, а вектор кутової 

швидкості 


 

завдяки перпендикуляру цій площині, тому між цими векторами завжди буде 

кут 
090 . 

Модуль нормального прискорення буде рівний: 

ABan

BA *2


 

Вектор нормального прискорення довільної точки плоскої фігури завжди 

направлений до вибраного полюсу. Співвідношення між векторами прискорення 

точок плоскої фігури, з урахуванням позначень буде  мати наступний вигляд: 


BA

n

BAAB aaaa


  

Прискорення довільної точки В плоскої фігури = сумі прискорення норм. 

полюсу і дотичною цієї точки при обертанні її навколо полюса. Але геометрична 

сума нормального і дотичного прискорень є прискоренням точки при її обертанні 

навколо полюса А: 


BA

n

BA aaa
BA


  

Вектори 
n

BAa


і 


BAa


- взаємно перпендикулярні:

BA

n

BA aa


  

 

 

 

 

 

 

Рис. 10.2. 

Прискорення ВА є діагональ прямокутника, сторонами якого є 
BAa


 та 
n

BAa


. 

Модуль прискорення АВ знаходять за формулою:
22 )()( 

BA

n

BABA aaa 


 

З урахуванням попередніх виразів маємо: 

42   ABaB


 

n

BAa


 


BAa


 

Ba


 

 

В  


 

  

Aa


 

BAa


 
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Співвідношення можна записати у наступному вигляді: 

BAAB aaa


  

Щоб побудувати вектор прискорення точки В спочатку доцільно отримати 

вектор прискорення ВА (як діагональ прямокутника) який в свою чергу 

побудований на нормальному та дотичному прискоренні точки В при обертанні її 

навколо  полюса точки А. Потім на векторі прискорення ВА і векторі 

прискорення  А перенесеними в точку В, побудувати паралелограм діагональ 

якого  по модулю і направленою відповідає вектору прискорення точки В. Кут 

між векторами прискорення ВА і АВ позначимо через  , тоді напрям 

прискорення  ВА знайдемо через формулу 

2







n

BA

BA

a

a
tg  

З цього вразу видно, що для всіх точок плоскої фігури кут  однаковий тому 

відношення   до 2  не залежить  віл положення плоско фігури. 

На малюнку показано механізм у якого ланка АВ здійснює плоский рух. 

Нехай кривошип ОА, радіуса R обертається з кутовою  швидкістю OA і  кутовим 

прискорення OA . 

Прискорення точки А буде рівним: 

n

AOAOA aaa


 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 10.4. 

.AB
  

P 



BAa


 

B 

A 

O K 

n

BAa


 

BV


 


BKa


 

n

BKa


 

AV


 



Aa


 

n

Aa


 

OA  

OA  
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Щоб знайти прискорення точки В необхідно за полюс взяти точку А 

(прискорення якої відомо), тоді  маємо: 


BA

n

BAAO

n

AOB aaaaa


  

Якби точка В належала вузлу, то напрям її прискорення АВ буд би відомий. 

В даному випадку точка В належить кривошипу ВК, який обертається навколо 

точки А. В цьому русі  прискорення точки В можна розглядати як геометричну 

суму нормального і дотичного прискорень. 



BK

n

BKB aaa


  

Підставимо вираз у попередні формули: 


BA

n

BAAO

n

AOBK

n

BK aaaaaa



 

Останнє рівняння є найбільш повним векторним рівнянням для знаходження 

прискорення точки В. 

Формули по яким знаходять модулі окремих складових векторів прискорень: 

AOaa AOAO

n

AO AO   2
; BK

BK

V
a BK

n

BK

B

 2

2




 

ABaABaBKa ABBABA

n

BABKBK *;; 2   


 

Для розв’язання векторного рівняння існує декілька способів: 

1. аналітичний( вектори рівняння проектуються на 2 координатні осі) В 

цьому випадку отримуємо  2 скалярних рівняння для знаходження 2- прискорень. 

2. графічний (полягає в побудові плану прискорень). 

3. план-прискорень. 
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Лекція 11 

«МИТТЄВИЙ ЦЕНТР ПРИСКОРЕНЬ (МЦП)» 

 

МЦП- точка плоскої фігури, прискорення якої в даний момент часу дорівнює 

0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 11.1. 

Доведемо, що така точка обов’язково існує на плоскій фігурі: нехай відомо 

прискорення точки А- Aa


 кутова швидкість 


 і кутове прискорення  

. Через 

точку А проведемо  промінь под. кутом   до вектора прискорення ( кут 

відкладаємо в сторону прискорення – від вектора прискорення до проміння) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 11.2. 

aV


 

А O 
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2


 tg  

На цьому проміні можна взяти довільну точку Q. Знайдемо прискорення 

точки Q: за полюс візьмемо точку А, тоді прискорення точки Qбуде складатися з 

прискорення точки А та прискорення повзуна: AQAQ aaa


  

Модуль прискорення  


AQ :
42   AQaQ  

Напрям прискорення AQa  складають кут   з відрізком  AQ.Прискорення Aa


 

та AQa


 мають різні напрями, хоча і лежать на одній прямій, це означає, що 

прискорення точки Q : 

AQAQ aaa 


 
або

42   AQaa aQ


 

На промені можна підібрати таке положення точкиQ, коли прискорення цієї 

очки буде = 0: 

0Qa тоді: 
42   AQaA , 042  AQaA  

42  


QA
AQ  Таким чином, ми доведемо те, що така точка існує в даний 

момент часу 

Щоб знайти положення МЦП: 

1) за формулою 2


 tg  знайти кут  . 

2) Під кутом  , що відкладається від відомого вектора Aa


 прискорення 

точки в сторону прискорення   провести промінь. 

3) На промені на відстань AQвідкласти  відрізок відстанню AQ, де точка 

Q- МЦП: 42  


QA
AQ .  

Якщо МЦП прийняти за полюс обертання то прискорення довільної точки 

плоскої фігури в даний момент часу  знаходять як прискорення цієї точки навколо 

МЦП: 

,AQQA aaa


 ,BQQB aaa


 CQQC aaa


 . 

Так як 0Qa


 то AQA aa


 , BQB aa


 ,

BQBQA aaa 


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З цих співвідношень випливає що: 

42   AQaa AQA  

42   BQaa BQA  

BQ

AQ

a

a

B

A   

Модуль прискорення точок плоскої фігури в кожний момент часу 

пропорційні відстаням цих точок до МЦП, а вектори прискорень утворюють один 

і той же кут   з відрізками, що з’єднуються ці точки з МЦП. 

 

Лекція 12 

«ВИЗНАЧЕННЯ ПОЛОЖЕННЯ МЦП» 

 

При визначенні положення МЦП плоскої фігури в залежності від початкових 

умов чи даних використовують 2 умови: 

42  
 AQ

AQ
 

(12.1

)  

або 

2







n

BA

BA

a

a
tg  

(12.2) 

або той факт, що вектори прискорень точок плоскої фігури складаються із 

напрямом на МЦП один і той же кут. 

m1Q-МЦП 

Розглянемо 3 основних випадки визначення 

положення МЦП: 

Випадок 1: 

 

З умови задачі відомі наступні величини: 

модуль і напрям прискорення однієї з точок 

плоскої фігури; модуль кутової швидкості 

плоскої фігури ( ); модуль і напрям кутового 

 

Рис. 12.1. 

  вa

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
 

Aa


 

  
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прискорення плоскої фігури. Знайдемо положення МЦП фігури, якщо відоме 

прискорення точки А ( Aa


), , . В цьому випадку положення МЦП можна знайти 

за формулами: 

42  
 AQ

AQ
   2


 arctg  

В залежнсті від величини і напрямів   та , розглянемо 3 окремих варіанти 

цього випадку: 

a) 0
;

0 .  

const
a

AQ A 
2  

0  

Таким чином, МЦП лежить на 

продовженні Aa

а вектори прискорень 

всіх точок плоскої фігури мають 

напрям до Qі сходяться в цій точці. 

 

 

б) 0
;

0 .(такий випадок можливий, коли кутова швидкість змінює свій 

напрям) 

Для цього випадку положення МЦП (точки Q) знаходять за виразами: 

const
a

AQ A 
2

 arctg090  

Кут   відкладається за напрямом кутового прискорення. Якщо при русі 

плоскої фігури 0 , а кут прискорення  , та відомі прискорення 2-х точок, то 

МЦП знаходять на перетині 2-х перпендикулярів до векторів прискорень. 

 

 

 

 

Рис. 12.2. 
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в) 0 ; 0 . 

В цьому випадку прискорення 

всіх точок плоскої фігури при 

обертанні навколо полюса =0. Тобто 

прискорення кожної точки фігури = 

прискорення полюса, МЦП відсутній. 

 

 

Випадок 2: з умов задачі відомі : модуль і напрям прискорень 2-х точок 

плоскої фігури. 

В даному випадку невідома: величина кута  , напрям кутового прискорення 

 , але їх обидва можна знайти, якщо знайти прискорення однієї х точок плоскої 

фігури в її обертовому русі навколо іншої точки, як навколо плюса. 

BAAB aaa


 (3) 

Візьмемо за полюс точку 

А тоді прискорення точки В 

можна знайти за виразом (3). 

При точці В будуємо 

паралелограм прискорень,якщо 

прискорення Ba


 діагональ цього 

паралелограму. 

Друга сторона паралелограма BAa


 є обертовою прискорення точки В навколо 

точки А, як полюс. Прискорення BAa  складає із відрізком АВ кут  . Це дає 

можливість: 

а) Якщо прискорення точки А і В паралельні. 

 

 

 

 

 

Рис. 12.3. 

 

Рис. 12.4. 

 

 

Рис. 12.5. 
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QB

QA

a

a

B

A 
 

Випадок 3: відомо: точка плоскої фігури прискорення якої в даний момент 

часу =0. Якщо ця точка єдина, вона і буде МЦП. Для прикладу розглянемо 

прямолінійний  рух колеса: 

constVQ 
 

0Qa
 

точка Р - МЦЩ 

QP

VQ
  











QP

V

dt

d

dt

d Q


0 constQP
 

                                                                                         0 , 0
 

Такий рух плоскої фігури називається рівномірним,  а прискорення всіх 

точок цього руху колеса направлені до МЦП 

 

Лекція 13 

«ПРАКТИЧНИЙ РОЗРАХУНОК ЗАДАЧ» 

 

1) Знайти V і a в точці А і В (V- швидкість, а – прискорення). 

Кривошип ОА: точка О (  00V  МЦШ,  OA дано). 

точка А ( OAV OAA *
, OAA AOV 

,  

 

Рис. 13.1. 

 

Рис. 12.6. 
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Шатун АВ: ABP МЦЩ ( 0PABP ) 

AB

A
AB

AP

V
  

ABABB PBV  , ABABB BPV   

ABABM PMV   

2) Знайти прискорення точок А і В: 

кривошип ОА: 
n

AAA aaa


 
 

AOa OAA  
  OAA OAa  


 

OAa OA

n

A  2


  n

Aa


від А до О 

))()(( 22 
A

n

AA aaa  - геометричне значення (напрямок). 

Шатун АВ: 

ABAB

n

ABB aaaaa


  

ABABAB BAa   2
від точки В до А. 

ВАa АВAB  
  ABAB  ABa  

Вирішення задачі можливе 2 шляхами: 

а) аналітичний (метод проекції) : проводимо осі Ox i Oy. 

0sincoscossin:   
ABAB

n

AAB aaaAax  

0cossinsin:   
ABAB

n

AAB aaaaay  



 


sin

cossin AB

n

AA
AB

aaa
a


  

AB

aAB
AB



   

б)графоаналітичний  

 

Рис. 13.2. 
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Лекція 14 

«КІНЕМАТИЧНА СКЛАДОВА РУХУ ТОЧКИ І ТВЕРДОГО ТІЛА» 

 

1) Основні поняття 

Рух точки називають складним, якщо вона одночасно бере участь у 2-х і 

більше рухах. 

Приклад: спрямовуючи човен   берега, в кінцевому писаку човен попадає не 

в пункт В, а в пункт С човен приймає участь у складному русі: 

1) перемішується відносно води. 

2) Проти волі людини човен переміщується за течією. Таким чином рух 

човна називають складним. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 14.1. 

 

Рис. 14.2. 
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Зробимо наступне узагальнення: нехай тіло Т рухається відносно нерухомої 

системи координат.  

По тілу Т рухається точка М ( рух якої є складним) на тілі Т вибираємо 

систему координат, яка жорстко пов’язана з цим тілом і називається рухомою 

системою координат. 

Ведемо наступні позначення: 

1) рух точки М відносно нерухомого тіла на якому вибрана нерухома система 

координат (z1x1y1), буде називатися абсолютною при цьому рух точки М буде 

мати Vaта aa. 

2) Рух точки М відносно рухомої СК (zxy)тобто відносно рухомого тіла Т 

будемо називати відносним при цьому русі точка М має відносну vzта  az. 

3) Рух тіла точки Т разом із системою (OZ X Y) відносно нерухомої системи 

координат (O1Z1 X1 Y1) для точки М є переносним рухом, a Veтаae 

Основною задачею кінематики складного руху точки є встановити залежність 

між швидкостями та прискоренням у 2-х системах координат (рухомої та не 

рухомої). 
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Лекція 15 

Модуль 3. Динаміка 

«ДИНАМІКА АБСОЛЮТНОГО РУХУ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ» 

Питання 

1. Основні поняття. 

2. Закон динаміки. 

3. Диференційне рівняння руху матеріальної точки у векторній формі. 

4. Диференційне рівняння руху матеріально точки у векторній формі в 

системі координат. 

5. Диференційне рівняння руху матеріальної точки у натуральній системі 

координат. 

6. 2 задачі (основні ) динаміки. 

1. Динаміка – розділ теоретичної механіки в якому вивчають рух 

матеріальної точки або механічної системи під дією прикладених сил або 

прикладених сил до цих об’єктів 

Динаміку розділяють на: динаміку матеріальної точки і динаміку механічних 

систем( абсолютно твердого тіла). 

В класичній механіці рух матеріальних об’єктів розглядають за допомогою 

моделей реальних фізичних тіл, механічної системи і абсолютно твердого тіла. 

Матеріальна точка – тіло , яке має масу але розмірами якого  нехтують при 

вивченні його руху. Сукупність матеріальних точок утворюють механічну 

систему. 

Абсолютно твердим тілом називають точку механічну систему 

матеріальних точок, відстань між якими в процесі руху залишається незмінним. 

Рух тіла розглядають відносно деякої системі відліку яка може буду рухомою 

або стаціонарною. 

2. Перший закон динаміки. (закон інерцій):  

Ізольована матеріальна точка зберігає свій стан спокою або рівномірного 

руху до тих пір, поки інші тіла не виведуть її із стану спокою. 

Ізольована матеріальна точка – вільне тіло, на яке не діють інші тіла. 
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Згідно закону Ньютона, всі матеріальні точки мають властивість протидіяти 

змінній енергії. 

Другий закон динаміки (осн. з-н динаміки): 

Сила що діж на матеріальну точку надає цій точці прискорення, яке 

пропорційне силі і направлене по лінії дії сили: 

 

  

 

 

 

 

                      Рис. 15.1. 











2

2*
1

с

мкг
H  

Третій закон динаміки (з-н рівності дії і протидії): 

Сили з якими взаємодіють дві матеріальні точки завжди рівні за модулем і 

направлені по одній прямій в протилежні сторони.  

 

 

 

Рис. 15.2. 

Четвертий закон динаміки (з-н незалежності дії сил): 

Прискорення матеріальної точки, я ке виникає при одночасній дії на неї 

декількох сил = векторній сумі прискорень, які надаються точці окремими 

силами. 


n

kFma
1

 
(15.2) 

 

3) При вивчені кінематики точки розглянемо 3 способи визначення руху 

точки: векторний, координатний і нормальній. 

 

Z 

Y 

X 

m F


 

a


 

F1 F2 m2 m1 

amF

                                                                        (15.1) 
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Диференційне рівняння матеріальної точки у векторній формі: 

з кінематики точки відомо, що прискорення ( a

 ) можна виразити через радіус 

вектор ( r


) 

 

  

 

 

 

                      Рис. 15.3. 

4) zyx aaa ,, - проекції прискорення на координатній осі. 

zyx FFF ,, - проекції сил на координатній осі. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 15.4. 

На цьому графіку відомо: 

00

2

2

x
dt

xd

dt

dV
a x

x     xFxm 
00

  

00

2

2

y
dt

yd

dt

dV
a

y

y     yFym 
00

      (15.5) 

00

2

2

z
dt

zd

dt

dV
a z

x     zFzm 
00

 

 

z


 

a


 

)(tzr   

r
dt

dr
a




2
      (15.3) 
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5) При натуральній системі координат відома траєкторія руху: нехай 

матеріальна точка М під дією рівнодіючої сили F рухається по криволінійній 

траєкторії. Введемо натуральну систему координат з початком y точка М,  так як 

точка М рухається то і система координат: 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     Рис. 15.5. 

де вnвn aaaFFF ,,,, , - проекції прискорень і рівнодіючої сили на дотичну, 

головну нормаль і в- нормаль до траєкторії в даний момент часу. 

Відомо: 
dt

dv
a 


, 



2V
an  , aв=0 

де  - радіус кривизни траєкторії руху точки. 

 
dt

dV
mF   

 




2V
mF 

          
(15.6) 

 0вF  

6. Всі задачі динаміки в основі розбиваються на 2 категорії і назвається 

перша задача динаміки та друга задача динаміки ( яка є обернена до першої). 

1-а задача: за відомим значенням руху матеріальної точки треба визначити 

рівнодіючу сили що зумовили заданий рух точки (тіла). Нехай відома маса точки і 

з-н руху: 

),(1 tfx  ),(2 tfy  )(3 tfz   
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a
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F

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
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maF 
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maF nn


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maF вb


  
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Треба знайти рівнодіючу, яка здійснює рух. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 15.6. 

Для розв’язання цієї задачі використовують диференційне рівняння руху 

матеріальної точки, які дозволяють знайти проекції сили (Fx,Fy,Fz), але для цього 

необхідно знати 

проекції прискорень ( zyx aaa


,, ): 

,
00

xax 


,
00

yay 


,
00

zaz 


 

,
00

xmFx  ,
00

ymFy  ,
00

zmFz   

222

zyx FFFF   

F

F
iF x),cos(


,  
F

F
jF

y
),cos(


,  

F

F
KF z),cos(


 

2-а задача: полягає у тому, що за даною масою точки і відомими силам що 

діють на ць точку) треба знайти рівняння руху точки. Розв’язання цієї задачі 

зводиться до інт-ня системи диференційного рівняння руху точки. 

),,,,,,(
000000

1 zyxzyxtfFx   

),,,,,,(
000000

2 zyxzyxtfFy   

),,,,,,(
000000

3 zyxzyxtfFz   

Z 

M 

Y 

X 
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При інт-ні системи диференційне рівняння у такому випадку з’являється в 

сталих інт-ня: С1,С2…С6, які потім визначаються з початкових умов t=0  

  0xx   0

0

xx   

  0yy   0

0

yy   

  0zz   0

0

zz   

підставляючи значення знайдених (довільних) постійних у загальному інт-ли 

та розв’язуємо систему, відносно величини які шукаємо, отримаємо:  

 ),,,,,,(
000000

0001 zyxzyxtx   

 ),,,,,,(
000000

0002 zyxzyxtx   

 ),,,,,,(
000000

0003 zyxzyxtx   

але складність заклечається в тому що диференційне рівняння інтегруються 

лише у декількох окремих випадках, коли одна частина його є постійна ( або 

проста функція). У решті випадків інтегрування  системи може бути проведеним 

лише наближеним способом. 

 

Лекція 16 

«ДИНАМІКА ВІДНОСНОГО РУХУ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ» 

Питання: 

1. Основний закон відносного руху матеріальної точки. Переносна і (….) 

сили інкреції. 

Перший і другий закони Ньютона виконуються при русі точки відносно 

нерухомої системи координат ( яку називають інерціальною системою). 
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Рис. 16.1. 

Другий закон Ньютона для нашої системи координат:  

NFam a


 , (16.1) 

де aa


- абсолютне прискорення точки( прискорення точки М відносно 

нерухомої системи координат o1x1z1y1), F- активна сила, N- реакція зв’язків. 

Встановимо, чи змінюється основне рівняння динаміки, якщо рух точки М 

розглядати відносно рухомої системи координат oxzy (яку називають 

неінерціальною системою координат при цьому ця система координат рухається 

довільним чином відносно нурхомої системи координат). Рух точки М буде 

відносно 2-х систем координат o1x1z1y1 та oxzy. Як відомо, що абсолютне 

прискорення токи з відносного, переносного та каріолісового: 

cera aaaa


  (16.2) 

де cz aa


, - відносне і переносне прискорення 

)( rec Vra


  - каріолісове (векторне множення) 

e


- переноска кутова швидкість рухомої системи координат. 

rV


- відносна лінійна швидкість точки М 

Підставимо вираз (16.2) у вираз (16.1): 

NFaaam cer  )(  (16.3) 

Вираз три перепишемо у іншому вигляді: 

cer mamaNFma   (16.4) 
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Позначимо: 

cc

ce

ma

ma








 

(16.5) 

e - переносна сила інерції. 

c - каріолісове сила інерції 

cer NFma    (16.6) 

Вираз (16.6) є основним рівнянням динаміки відносного руху матеріальної 

точки М. Порівняння виразів (16.1) та (16.6) говорить про те, що при вивченні 

руху точки М відносно рухомої системи координат обов’язково і необхідно 

враховувати переносну і каріолісове складову сил інерції. Як видно із 

комплексного вираз (16.5) переносна і карі лісова сила інерції направлені в 

протилежний бік своїм прискоренням. Абсолютне значення сил визначаються за 

формулою: 

ee ma  (16.7) 

cc ma,  (16.8) 

Якщо вираз (6) спроектувати на осі, отримаємо: 

cxexxx NFxm  
00

 

cyeyyy NFym  
00

                (16.9) 

czezzz NFzm  
00

 

000000

,, zyx - проекції відносного прискорення точки М на відповідні осі. 

Розглянемо окремі випадки руху точки М і системи координат (рухомої) 

oxzy: 

*нехай точка О ( початок відліку) рухається із прискоренням aо, крім цього 

система обертається навколо центра О, а точка М рухається з прискорення ra


відносно цієї системи координат: 

n

eeor aaaa


 
 (16.10) 
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де 


ea


,
n

ea


- переносне дотичне і нормальне прискорення точки М. 

)( rae


 

 

)*(*)*( rVa eer

n

e


 

        (16.11) 

Підставимо вираз (16.10) у вираз (16.4): 

)()()( n

eeor amamam


   

Ведемо позначення: 

oo am


  (16.12) 

 ee am


  (16.13) 

n

e

n

e am


  (16.14) 

n

eeor  


  (16.15) 

де o - переносна сила інкреції, яка направлена в протилежний бік 

прискорення, ao. 

e - переносна дотична сила інерції. 

n

e - переносна нормальна сила інерції. 

Якщо підставити вираз (16.15) у вираз (16.6), отримаємо: 

c

n

eor NFam 



 

(16.16) 

 

2) Якщо вважати, що початок рухомої системи координат точки О рухається 

прямолінійно і рівномірно (ao=0), то закон основного руху має такий вигляд: 

c

n

eer NFam  


  (16.17) 

3) Нехай рухома система координат рухається поступально з прискореннямao, 

точка М відносно неї(с/к) з прискоренням ar, тоді кутова швидкість e та кутове 

прискорення e рівні нулю: 

0an

e  cе aф
 

це означає, що і сили інерції які відносяться до цих прискорень також рівні 

нулю: 

or NFam 


  (16.18) 
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4) Нехай рухома система координат виконую прямолінійно рівномірній рух, 

а точка М прискорений рух відносно цієї системи координат. 

0 coee aa  

в цьому випадку з-н динаміки відносного руху буде виглядати: 

NFam a 


 (16.19) 

Порівнюючи вираз (16.19) із законом Ньютона (16.2) бачимо, що закон 

Ньютона виконується не тільки при русі точки М відносно нерухомої системи 

координат, але і відносно рухомої системи координат, яка рухається рівномірно та 

прямолінійно. Жоден з дослідів в середини системи координат не можуть 

встановлювати рухається ця система рівномірно та прямолінійно чи знаходиться в 

стані спокою. 

Відносний спокій точки – коли рухома система координат рухається 

довільним чином, а точка М відносно цієї системи не переміщується: 

0rV


 0 eNF 


 (16.20) 

 

Лекція 17 

«ПРАКТИЧНИЙ РОЗРАХУНОК ЗАДАЧ» 

Задача №1. Автомобіль масою mрухається по вигнутому мосту з кривизною 

 . Необхідно визначити силу тиску автомобіля на лист ( який спирається на 

землю). Автомобіль приймається як матеріальна точка. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                             Рис. 17.1 
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Алгоритм вирішення задач динаміки: 

1) Вводять систему координат і записують початкові умови з-чі (так, як 

зручно для вирішення) 

2) Зобразити тіло в даний момент із вказанням всіх сил, що діють на нього; 

Враховуючи сили реакції зв’язків. 

3) Записати диференційне рівняння у векторній формі, а потом проектують 

на координатні осі обраної системи і отримують диференційне рівняння у 

скалярній формі. 

4) Інтегрують отримані рівняння користуючись початковими умовами задачі, 

знаходять постійні інтегрування. 

5) Знаходять величини, що необхідні знайти за умовою задачі 

Задача №2: вантаж, на кожній площині рухається вниз; знайти час до 

зупинки вантажу та шлях. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                             Рис. 17.2. 
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)30cos60(cos 00
00

fgx   

4) Efg  )30cos60(cos 00
 

1

0

* CtEx   
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Задача №3: Вантаж масою 1Н рухається по колу при цьому прикріплений 

ниткою чи тросом в точці О. Встановити натяг тросу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                Рис. 17.3. 
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Лекція 18 

«ДИНАМІКА МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМ, ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ» 

1) Механічна система називають сукупність матеріальних точок положення і 

рух яких залежить від положення і руху решти точок. Прикладом механічної 

системи є сонячна планетарна система. Рух кожної з планет залежить від 

положення і руху решти планет цієї системи. Колінвал разом із шатуном і 

поршнем також складають механічну систему, але зграя птахів у повітрі не є 

механічна система( тому що не мають між собою ніяких сил взаємодії). 

Систему матеріальних точок називають вільною, якщо точки системи в будь-

який момент часу можуть займати довільне положення і швидкість. Прикладом 

вільної системи матеріальних точок  є сонячна планетарна система. На взаємодію 

планет між собою діють сили притягання. 

Механічна система не вільна, якщо її рух підкоряється деяким обмеженням 

геометричним або кінематичним, які задані наперед і не залежать від початкових 

умов прикладаннях сил та інших умов руху. Колінвал разом із шатуном, поршнем 

є невільна механічна система. 

Те що обмежує рух системи називаються зв’язками. Вони діляться на 

геометричні і кінематичні. Геометричні зв’язки не дозволяють системі в даний 

момент часу займати довільне положення і накладаються обмеження по 

координатах. Кінематичний зв'язок обмежує швидкість точок системи. 

У динаміці так само як у статиці використовують аксіоми про зв’язки. Сили, 

що діють на матеріальну точку поділ на 2 категорії: зовнішні та внутрішні. 

Зовнішніми силами називають сили взаємодії між матеріальними точками 

позначають у динаміці: 
eF


 

Внутрішні сили називаються сили взаємодії між матеріальними точками, що 

належать даній системі матеріальним точкам. 
iF


. 

Як внутрішні так і зовнішні сили можуть бути активними або реакціями 

зв’язків (пасивними). 

Розподілення сил на зовнішніх та внутрішніх є умовним і залежить від того 

руху якої системи тіл ми розглядаємо. Приклад: Якщо розглянути рух сонячної 

системи в цілому то сили притягання землі і м’ясця до сонця є внутрішніми 
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силами; якщо розглядати систему Земля-місяць то сили притягання між Землею і 

місяцем є внутрішніми, а сили притягання Землі і місяця до сонця-є зовнішніми. 

Тому для правильного вирішення задач з динаміки треба чітко становити які тіла 

належать даній механічній системі. 

2) Властивості внутрішніх сил: 

*головний вектор внутрішніх сил 



i

i

k

i FRR
1

0,0


 

*головний момент внутрішніх сил системи відносно довільного центра або 

осі дорівнює нулю.   0i

oM


 

3)Геометрія мас  

Рух механічної системи залежить не лише від діючих сил, але і від сумарних 

точок так їх розподілу. Для характеристики мас у тілах при їх обертанні вводять 

поняття моменту інерції. 

Центр мас механічної системи. Масою системи матеріальних точок 

називають величина: 





i

iK

Kn MmmmM ...11  

Центром мс системи матеріальних точок називається деяка точка С із радіус-

вектором Rc 

 

Рис. 18.1. 
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Момент інерції матеріальної точки: якщо тіло виконує поступальній рух то 

мірою інерційності є маса. Якщо, тіло обертається навколо деякої осі, то мірою 

інерційності є момент інерції. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 18.2. 

 

Лекція 19 

«ДИФЕРЕНЦІЙНЕ РІВНЯННЯ РУХУ СИСТЕМИ МАТЕРІАЛЬНИХ 

ТОЧОК» 

Теорема про рух центра мас механічної системи 

1) Основним завдання динаміки системи матеріальних точок є дослідження її 

руху за заданими силами, які діють на цю систему. 

Нехай система складається з n- матеріальних точок на задану систему діють 

зовнішні сили: 

e

n

e

k

e FFF ,....1  

Z 

r1 

r2

  r1 

r3 

2mrIZ   

 2

kkZ rmI  
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Розглянемо рух окремої точки К цієї системи: окрім зовнішніх сил на дану 

систему діють внутрішні сили 
i

kF  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 19.1. 

Запишемо основне рівняння динаміки: 

i

k

e

kk FFRm


    (К=1,2,3….n) 
(19.1) 

де kR


- радіус-вектор, kk Ra 


- прискорення точки. 

Рівняння є диференційним рівнянням системи матеріальних точок (механічні 

системи у векторній формі) 

Для кожної механічної системи,що складається з n- матеріальних точок 

можна скласти n- кількість рівнянь у векторній формі. Знайдемо проекцію виразу 

на декартові координати: 

 

 

Z 

Y 

X 
YC 

YK XC 

XK 

KR


 

KZ  CZ  

NM  

C 

KM  

1M  

e

kF

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i

kx

e

kxkk FFXm   

i

kx

e

kxkk FFXm           (К=1,2,3….n)       (19.2) 

i

kz

e

kzkk FFZm   

kkk ZYX  ,, - проекції вектора прискорення точки К на координатні вісі. 

Рівняння (19.2) є диференційним рівнянням руху системи матеріальних точок у 

декартовій системі координат. 

Для знаходження руху  матеріальної системи за заданими точками умовами і 

силами систему (19.2) необхідно про інтегрувати:  у правих частинах системи 

рівнянь. (19.2) є взагалі формулами координат часу або швидкість і до цього слід 

додати як правило невідомі. У заданих рівняннях не всі зовнішні сили також 

можуть бути відомими, тому про інтегруємо систему (19.2) (тобто знайти 

координати, як функції часу ) в дається лише в окремих випадках. На практиці 

здебільшого немає потреби відшукувати знаходження руху кожної точки 

механічної системи, достань знайти деякі загальні характеристики руху. Ці 

загальні характеристики для системи вводяться за допомогою зальних теорем 

динаміки ( шляхом різних способів виключення з них внутрішніх сил, які взагалі 

невідомою). 

До загального переліку теорем динаміки відносяться: 

1) Теорема про рух цента мас механічної системи. 

2) Теорема про зміну кількості руху механічної системи. 

3)Теорема про заміну кінетичного моменту механічної системи. 

4) Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи. 

Теорема про рух центру мас механічної системи: 

Нехай механічна система складається з n- матеріальних точок. Для кожних з 

точок можна записати рівність (19.1), виключимо з рівняння (19.1) невідомі 

внутрішні сили i

kF . Для цього  складають по частинах ліві і праві складові 

рівняння: 

 
 


k

n

k

n

i

k

e

k

k

n

kk FFrm
1 11


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де 



k

n

ee

k RF
1


- головний вектор зовнішніх сил 

0
1




i

k

k

n

i

k RF


- головний вектор внутрішніх сил 





k

n

e

kk Rrm
1


 (а) 

Використовуємо формулу з минулої лекції. :   ck rm
M

mkRk
1

, де cr - радіус 

вектор ц/м: 

ckk MrRm  (б) 

Підставимо вираз (б) у вираз (а), отримаємо: 

e

c RaM


  (19.3) 

де n

cc ra


  прискорення центру мас. 

Рівняння (19.3) виражає теорему про рух центру мас механічної системи. 

Теорема: центр мас механічної системи рухається так як рухалась б 

матеріальна точка з масою, що дорівнює масі системи під дією сили (яка дорівнює 

головному вектору зовнішніх сил системи). Спроектувавши рівність (19.3) на 

координатні осі: 

e

zc

e

yc

e

xc

RzM

RyM

RxM







    ccc zyx  ,, - проекції вектора прискор ас  

                                         на координатні осі        (19.4) 

Рівняння (19.4) є диференційним рівняннями руху центру мас системи в 

проекціях на декартові вісі. 

Розглянемо окремі випадки дії зовнішніх сил на механічну систему: 

* нехай ні механічну систему діють сили 0eR


, тоді з рівності (19.3) 

випливає, що 0ca


 

0
dt

dVc
, тоді з останнього виразу можна зробити висновок: constVc  , якщо 

cV ( початковий момент)=0, то 0
dt

rd c



. Звідси маємо: с=const(тобто центри мас не 

переміщуються) 
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* нехай на механічну систему діють такі зовнішні сили, що проекції її 

головного вектора 0e

xR


, тоді рівняння (19.4) отримає вигляд: 

0
dt

dV
ax c

cc ,  constVc   

тобто відносно початку координат центр мас рухається з постійною 

швидкість. Це означає, що відносні осі центру мас не переміщуються. 

 

Лекція 20 

«ТЕОРЕМА ПРО ЗМІНУ КІЛЬКОСТІ РУХУ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 

ТА МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ» 

Питання: 

1. Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки. 

2. Теорема про зміну кількості руху механічної системи. 

3. Теорема Ейлера. 

4. Алгоритм розв’язання задач на кількість руху 

1) Нехай матеріальна точка m під дією сили Р рухається заданою 

траєкторією: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                     Рис. 20.1. 
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F 

dt

dV
mmaF 


 (a) 



72 

Будемо вважати, що при русі m=const; вираз можна переписати: 

dt

Vmd
F

)(



  

(20.1) 

де: Vm


- вектор кількості матеріальної точки який напрямлений вздовж V


. 

Вираз (20.1) відображає теорему про зміну кількості руху матеріальної точки 

у диференціальній формі. 

Перепишемо вираз (20.1) в іншій формі: 

dtFVmd


)(  (20.2) 

dtF


- елементарний імпульс сили 

Інтегруючи рівняння (20.2) за часом, від початкового до кінцевого моменту: 



t

dtFmVVm
0

0


 

(20.3) 

Права частина рівняння (20.3) називаються повним імпульсом сили за 

скінчений проміжок часу: 

dtFS

t


0


 (20.4) 

SmVVm  0


 (20.5) 

Рівняння (20.5) відображає теорему про зміну кількості руху у кінцевій 

формі. 

Зміна кількості руху матеріальної точки за деякий проміжок часу рівна 

повному імпульсу сили за то же проміжок часу. 

Запишемо вираз у проекціях на декартові вісі: 

z

y

x

Szmzm

Symym

Sxmxm







0

0

0

0

0

0

0

0

0

             (20.6) 


t

xx dtFS
0

;  
t

yy dtFS
0

;  
t

zz dtFS
0

;        (20.7) 

zyx FFF ,, - проекції діючої сили на координатні осі. 

0

0

0

0

0

0000

,,,,, xyzzyx - проекції швидкостей на 

координатні осі. 

zyx SSS ,, - проекції імпульсу сили на осі 
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2) Нехай механічна система складається з n- кількості матеріальних точок. 

Розглянемо рух однієї із точок цієї системи: точка К на яку діють зовнішні сили 

e

kF  і внутрішні сили 
i

kF . Під дією сил точка рухається певною траєкторією і має 

вектор кількості руху kkvm . 

Для кожної з точок системи можна записати рівняння:  

e

k

i

k

k

kk FF
dt

Vmd


)(
   (k=1,2,…n)       (б) 

Складаємо геометрично ліві і праві частини рівності (б) для всіх точок і 

отримаємо: 

 
 








 n

k

n

k

i

k

e

k

n

k

kk FFVm
dt

d

1 11





n

k

kkVmk
1


 

(20.8) 

k- головний вектор кількості руху механічної системи. 




n

k

e

kF
1

- головний вектор зовнішньої  сили =R
e
 




n

k

i

kF
1

- головний вектор внутрішніх сил 

Таким чином маємо: 

eR
dt

Kd 


  
(20.9) 

Рівняння (20.9) виражає теорему про зміну кількості руху матеріальної 

системи у диференціальній формі. 

Похідна за часом від головного вектора кількості руху механічної системи = 

головному вектору зовнішніх сил, що діють на систему. 

Перепишемо рівняння (20.9) в іншому вигляді: 

dtRKd e


  

Після інтегрування цього рівняння від моменту часу до моменту закінчення 

отримаємо: 



t

edtRkk
0

0


 

(20.10) 
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Права частина рівняння називається імпульсом зовнішніх сил за даний 

проміжок часу. 


t

ee dtRS
0


 (20.11) 

eSkk


 0  (20.12) 

Рівняння (20.12) є теоремою про зміну кількості руху механічної системи в 

кінцевій формі. 

Зміна кількості руху механічної системи за деякий проміжок часу = повному 

імпульсу головного вектора зовнішніх сил, що діють на тачки системи протягом 

того ж часу. 

Розпишемо рівняння (20.12) у векторній формі і спроектуємо на координатні 

осі: 

e

zozz

e

yoyy

e

xoxx

Skk

Skk

Skk







             (20.13)  

Головний вектор кількості руху системи визначається за формулою (20.8), 

але її дуже складно використовувати на практиці. 

Головний вектор кількості руху механічної системи на швидкість її центра 

мас: 

cVMk 


 (20.14) 

Запишемо вектор кількості руху механічної системи рівний добутку маси 

всієї системи на швидкість її центра мас: 

rMrm
n

k

kk






1

, якщо даний вираз про диференціювати, отримаємо: 

c

n

k

kk VMVm 
1

 
(20.15) 

Порівнюючи вираз (20.15) і (20.8) отримаємо cVMk


* . 

Розглянемо окремі випадки дії зовнішніх сил на відповідні точки: 

1) Нехай зовнішні сили такі, що головний вектор О( 0eR


), тоді: 
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constk 


 (20.16) 

Вираз (20.16) є змінним збереженням головного вектора кількості руху 

механічної системи, який формується таким чином: якщо головний вектор 

зовнішніх сил = 0, то кількість руху системи є постійною за величиною і 

напрямом. 

2) нехай зовнішні сили такі, що проекція їх головного вектора = 0, тоді згідно 

рівняння (20.13)  маємо закон збереження проекції кількості руху системи. 

constkx   (20.17) 

Якщо проекція головного вектора зовнішніх сил системи на будь-якому з 

осей = 0, то проекція кількості руху на цю ж вісь є стала величина. 

Закони (20.17) і (20.16) справедливі і для матеріальних точок. 

Із законі збереження кількості руху систем, що внутрішні сили не можуть 

змінити сумарну кількість руху системи. 

Приклад(1): Явище віддачі спостерігається при пострілі з гвинтівки. 

Гвинтівка і куля до вистрілу є одна система, тиск порохових газів при пострілі є 

внутрішньою силою ( ця сила може змінити сумарну кількість руху системи, так 

як діючі на кулю надають її деяку швидкість (кількість)  руху, що направлені 

вперед, але вони однаково надають таку ж кількість руху рушниці в 

протилежному сторону – це спричиняє  віддачу. 

Приклад(2): Ракета перебуваю в міжпланетному просторі в стані спокою. За 

разового вихлопу газу з сопла ракети, ракета починаю рух вперед, а викинута 

порція газу в зворотному напряму направлені, тоді як центр мас залишився 

нерухомим. Кількість руху ракети (ракета + викинутий назад газ): 

2

1

2
1 V

m

m
V   

11Vm - кількість руху ракети 

22Vm - кількість руху газу 

Але напрям цих кількостей руху протилежні ……….. 

Приклад(3): нехай горизонтальна площина абсолютно гладка( тертя 

немає),зовнішніми силами для людини є сила тяжіння  і реакція площини. Ці сили 

вертикальні і на горизонтальній площині  не проектуються, тому по 
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горизонтальній площині людина йти не може. Якщо людина перенесе одну ногу 

вперед то друга зміститься назад на таку ж величину. Але центр мас залишиться 

на місці, проте якщо площина має коефіцієнт тертя то направлене на вперед і для 

людини буде зовнішньою. Сила тертя дає можливість людині рухатися. 

 

Лекція 21 

«МОМЕНТ КІЛЬКОСТІ РУХУ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ І 

МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ» 

Питання: 

1. Момент кількості руху матеріальної точки і механічної системи. 

2. Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної точки. 

3. Теорема про зміну кінетичного моменту механічної системи. 

 

1) Кількість руху механічної системи є першою мірою руху механічного і 

характеризує поступальний рух тіла.( або механічної системи). Другою мірою 

механічного руху тіла ( або системи) є момент кількості руху за допомогою якого 

враховують обертовий рух тіла. 

Момент кількості руху матеріальної точки аналогічно моменту сили відносно 

центра осі 

( )(0 FM


). 

Момент сили відносно точки визначають за формулою: 

FrFM


*)(0   (21.1) 

)(0 FM


- вектор моменту сили F відносно будь-якої точки О 

r- радіус вектор точки прикладання сили. 
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Рис. 21.1. 

Від дії сили F очки М рухається певною траєкторією із кількістю руху mV. 

Положення точки характеризую радіус вектор r. Розглянемо векторній добуток 0l : 

Vmrl


*0   (21.2) 

0l - момент кількості руху матеріальної точки відносно центра О.  

    Вектор 0l


 направлений перпендикулярно площині, в якій знаходиться r


 і 

вектор кількості руху Vm

( проти ходу годинникової стрілки) 

Модульне значення 0l : 

SombhmVl 2*0   

Проекції вектора 0l


 на координатні осі – моментам кількості руху цих осей.  

zzoz

yyoy

xxox

mll

mll

mll







            (21.3) 

Якщо механічна система складається з n-матеріальних точок, то кожна з цих 

точок відносно цента О має свій момент кількості руху (МКР), а векторна сума 

цих моментів кількість руху утворює головний момент кількості руху механічної 

системи: 





n

k

kkk

n

k

ok VmrlL
11

0 )*(


        (21.4) 
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0L


- кінетичний момент або МКР системи відносно центра 

Проекції кінетичного моменту на осі = алгебраїчній сумі МКР: 



















n

k

zkzoz

n

k

ykyoy

n

k

xkxox

lLL

lLL

lLL

1

1

1

               (21.5)  

Приклад: Знайти кінетичного моменту твердого тіла відносно його нерухомої 

осі обертання. Відмітимо на тілі довільну точку Мк з відтинанню до осі обертання 

Rк. При обертанні навколо власної осі точка рухається по колу за радіусом Rк. 

Швидкість направлена по дотичній і співпадає з МКР. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 21.2. 

kk RV *  

Момент руху відносно осі Z: 

2* kkkkkzk RmVmRl 
 

    *2

zkkzzk IRmlL  
(21.6) 

*zz IL   (21.7) 

 

Z 

 Z 

kR  

kM  

kkVm  
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 2

kk RmI  - момент інерції твердого тіла. 

Кінетичний момент твердого тіла відносно осі обертання = добутку моменту 

інерції тіла відносно осі обертання на кутову швидкість. 

2) Теорема про зміну МКР матеріальної точки: якщо матеріальна точка із 

масою m рухається по траєкторії піл дією сили F, вираз (21.2) необхідно про 

диференціювати. 




















dt

dV
mrVm

dt

dr

dt

ld
**0




 

V
dt

dr
 ; 0* VmV


 ( тому що вектор направлений по одній прямій і sin між 

векторами =0). 

a
dt

Vd 


 ; Fam


  

FrFM
dt

ld 


*)(0
0   

(21.8) 

Вираз (21.8) називається теорема про зміну кількості руху точки відносно 

центра О: похідна за часом від МКР точки відносно будь-якого центра О= 

моменту сили відносно того ж цента. Спроектувавши вираз (21.8) на декартові 

осі: 

z
t

z

y

y

x
x

M
d

dl

M
dt

dl

M
dt

dl







           (21.9) 

Похідна за часом від МКР матеріальної точки відносно деякої нерухомої осі 

= моменту сили відносно того ж центру у тієї ж осі. 

Висновки: 

1)  Якщо лінія дії сили  F

весь час проходить через одну і ту ж нерухому 

точку О. Така сила називається центральною, а точка О центром цієї сили. В 

цьому випадку: 
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0)( FMO


   00 

dt

ld


, constl 0  

2) Якщо на матеріальну точку діє сила F, то момент її відносно осі на весь час 

руху залишається = 0 

0)( FM x    0
dt

dlx    constlx   

Означення: Якщо момент діючої сили відносно деякої  координатної осі весь 

час = 0, то МКР відносно цієї ж осі залишається постійним. 

Приклад: точка М рухається навколо нерухомого центра О, під дією сили 

тяжіння за означеною траєкторією. Знайти швидкість V2у найбільш віддалених 

точках траєкторії, якщо V1=30м/с. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               Рис. 21.3. 

OBOA ll     2211 mVrmVr   

см
V

r

Vr

mr

mvr
V /6

55

1

1

11

2

11
2   

Теорема Ейлера: прикладом використання теореми про зміну кількості руху в 

механіці суцільному середовищі є теорема Ейлера. Рідина або газ протікає через 

трубу змінного діаметра: 

 

Рис. 21.4. 

В 

2V


В 

А 

F 

О 

1V


В 

F


 

1r  

2r  

12 5rr   

В даному випадку сила F  

центральною силою, відповідно  

constl 0 на всьому участку руху  

значення МКР у точці А і точці В 

 рівні між собою: 
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21, - перерізи 

Сер швидкість 11 V , 22 V  

2121, VV


 

На рідину (газ) діють зовнішні сили: об’ємні і поверхневі. Об’ємні ( масові) 

сили – сили, що діють на всі частини об’єму рідини (належать сили тяжіння на 

частинки рідини, що притягаються до стінок труби (відн. реакція стінок труби і 

сили тертя частинок рідині об стінки труби). 

повoб RR
dt

dK 
  (21.10) кількість руху виділеної рідини 

повoб RR


,  - головні вектори об’ємних і поверхневих сил. 

111 VMK   ( 1M  - загальна маса системи) 

222 VMK   ( 2M - маса рідини, що пройшла через переріз за один проміжок 

часу) 

Вважаємо, що рух рідини є сталим( MMM  21 ) 

Введемо поняття секундної маси - cM  ( це маса рідини, що протікає через 

будь-який переріз труби за 1с) 

dtMM c1    dtMM c2  

Тоді можна записати: dtVMK c 11


 , dtVMK c 22


  

Знайдемо зміну: dtVMdtVMKKKd cc 2121


  

повобcc RRKKVMVM  2121  

повобcc RRVMVM  21         (21.11) 

Вираз (21.11) називається теорема Ейлера: сума головних векторі об’ємних і 

поверхневих сил, а також секундна кількість руху рідини, що протікає через 

переріз труби = 0. 

4) При розв’язанні задач на зміну кількості руху механічної системи 

дотримуються такого алгоритму: 

1) Визначити які тіла входять в мах нічну систему. 

2) Показати всі зовнішні сили, що діють на дану механічну систему. 

3) Вибрати систему координат. 
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4) Записати теорему у векторній формі до задачі, векторне рівняння проекції 

на координатні осі. 

5) Обчислюють проекції головного вектора зовнішніх сил на осі вибраної 

системи координат. 

6) Якщо сума проекцій зовнішніх сил на всі вісі = 0, то користуємось законом 

збереження проекції кількості руху системи. 

Приклади: 

Задача №1: матеріальна точка m= 2(кг) починає рухатися прямолінійно зі 

стану спокою, під дією сили F=3t
2
H. Знайти швидкість точки через 2 секунди від 

початку руху. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

SVmVm


 01   SVm


1  

 

tt

x t
t

dttFdtS
0

3
3

2

0
3

33  

2

1 tmV  см
m

t
V /4

2
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1   

Задача №2: 2 вагони масами m1=20m, m2=30Tрухаються на зустріч один 

одному а горизонтальні ділянці шляху зі швидкістю V1 і V2, після удару вони 

рухаються в разом. Знайти швидкість руху зчеплених вагонів. 

 

F=3t
2
H 

00 V  

m=2кг 

ct 21   

00 t  

V1-? 

Y 

m 

O 

N1 

X 

mg 

m P 

V1 
X 
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1)
eR

dt

Kd 


 (записати теорему про зміну кількості руху системи у векторній 

формі) 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Спроектуємо рівняння (1)  на вісі x: всі сили, що діють на дану систему є 

вертикальними, а отже 0e

xR  

Це означає, що dK/dt=0 

2) Kx=const 

Вираз (2) характеризує закон збереження кількості руху. Із даного закону 

можна зробити висновок: кількість руху 1 вагона дорівнює кількості руху 2: 

21 KK  . 

21іKK  - кількість руху системи до щеплення вагонів та після: 

m1=20m 

m2=30m 

V1=3м/с 

V2=2.5м/с 

U-? 

X 

Y 

N1 

N2 

m1 m2 

m1g m2g 

Мg 

X 

Y 

N 
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22111 m VmVK


  

UMK


2 21 mmM   

Проекції векторі 21іKK : 

xxx VmVmK 22111   xx mUK 2  

MUVmVm  2211  
21

2211

mm

VmVm
U




  

U=-0,3м/с 

Завдання №3: тіло масою m рухається в площині Oxy, за такими рівнянням: 

a,в,к- постійні додатні коефіцієнти. Знайти імпульс сили, що діє на тіло під час 

переміщення його у першому квадраті: 

Траєкторія руху даної точки – еліпса: 

Xo=a   Yo=0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Пройшовши час t1, тіло попало в точку )0x;( 111  вyM ввy 1sinkt1   

Знайдемо швидкість тіла: 

ktвky

ktakx

cosV

sinV

0

y

0

x




 

Запишемо теорему про зміну кількості руху: 

SVmVm


 01  

x=acoskt 

y=bsinkt 

a,в,к 

to=0 

S-? 

X 

Y 

a 

в 
М1 

О 

m 

0V

X 

0Vm


X 
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Спроектуємо на вісі: 

yyy

xxx

SVmVm

SVmVm








01

01

 

2

1

2

1

22 )()( oyyoxxyx mVmVmVmVSSS   

Знайдемо швидкість в момент часу: 

00  tt , 1tt   
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