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дедуктивных [8] методов моделирования случайных 
последовательностей. 

Возможность накопления статистических данных 
позволяет достаточно точно определить характери-
стики случайных последовательностей. Поэтому со-
вершенствование существующих и разработка новых 
методов моделирования, которые позволят в полной 
мере учесть особенности исследуемой случайной по-
следовательности, является важным и актуальным 
направлением исследований.

2. Анализ литературных данных и постановка проблемы

Теоретически точные методы моделирования век-
торных случайных последовательностей (метод услов-
ных распределений [9] и метод Неймана [10]) базиру-
ются на знании законов распределения вероятностей. 
Вместе с тем в настоящее время не существует решения 
задачи аппроксимации многомерного распределения 
большой размерности по статистическим данным. По-
этому существующие методы моделирования, которые 
могут быть реализованы в технических средствах, раз-
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1. Введение

Особенностью широкого круга прикладных задач 
в различных областях науки и техники является веро-
ятностная природа изучаемого явления или наличие 
влияния на исследуемый объект случайных факто-
ров, вследствие чего процесс изменения его состояния 
также принимает вероятностный характер. Объекты 
такого класса, которые относятся к объектам со слу-
чайно изменяющимися условиями функционирования 
(СИУФ), исследуются, например, при решении задач 
технической [1] и медицинской диагностики [2], ради-
отехнике [3], и автоматики [4], прогнозирующего кон-
троля надежности [5], защиты информации [6], синтеза 
моделей химической кинетики, управления технологи-
ческими и экономическими процессами [7] и т. д.

Характерной особенностью этих задач является 
наличие предварительного этапа накопления инфор-
мации об объекте исследования. Вероятностный ха-
рактер внешнего воздействия и координат (входных, 
выходных) объектов СИУФ в условиях достаточного 
объема статистических данных определяет необходи-
мость и целесообразность применения для их решения 
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работаны при существенных упрощающих предполо-
жениях о свойствах случайных последовательностей 
(например, предполагается, что исследуемая последо-
вательность является скалярной, стационарной, мар-
ковской и т. д.). В частности, для получения случайной 
последовательности с заданной корреляционной ма-
трицей успешно применяется метод линейных пре-
образований [11]. Одна из разновидностей метода ли-
нейных преобразований – каноническое разложение 
В. С. Пугачева [12] – позволяет формировать значения 
последовательности случайных величин, зависимых 
в рамках линейных связей с учетом их одномерных 
плотностей распределения. Кроме того, для моделиро-
вания стационарной случайной последовательности 
широко используется ряд Фурье [13]. Достаточно хо-
рошо также развит аппарат моделирования стационар-
ных нормальных последовательностей на основе двух 
операторов генерирования значений, предложенных в 
[14], и разработанных [15] подходов к определению их 
параметров. При этом наиболее просто решается зада-
ча моделирования марковских последовательностей 
[16], которая сводится к реализации метода условных 
распределений для наиболее простого случая – только 
с двумерной плотностью распределения.

Однако введение упрощающих предположений о 
свойствах случайной последовательности существенно 
ограничивает необходимую для практических приме-
нений точность решения задач моделирования случай-
ных последовательностей в объектах СИУФ. Поэтому 
весьма перспективной, безусловно, является задача раз-
работки эффективного метода моделирования вектор-
ной случайной последовательности, не накладываю-
щего никаких существенных ограничений на свойства 
исследуемой случайной последовательности.

3. Цель и задачи исследования

Целью работы является повышение точности моде-
лирования векторной случайной последовательности 
за счет полного использования информации о ее сто-
хастических свойствах.

Для достижения цели были поставлены следующие 
задачи:

– синтез математической модели векторной слу-
чайной последовательности с полным учетом стоха-
стических параметров;

– разработка на основе полученной математиче-
ской модели метода генерации реализаций векторных 
случайных последовательностей;

– проверка эффективности предложенного метода 
моделирования с помощью численного эксперимента 
на ЭВМ.

4. Математическая модель и метод генерации 
реализаций векторных случайных последовательностей

Предположим, что векторная случайная последо-
вательность { } ( )= hX X i , =i 1,I,  =h 1,H  в исследуемом 
ряде точек it , =i 1,I  полностью определена дискрети-
зированными моментными функциями 

( ) ( )ν µ  l hM X i X j ,  =i, j 1,I;  =l,h 1,H;  ν µ, =1,N,  

которые вычислены по известным формулам матема-
тической статистики на основе результатов предвари-
тельных экспериментальных исследований. В работе 
[17] получен метод моделирования векторной случай-
ной последовательности ( ) ( ){ }= hX i X i , =i 1,I,  =h 1,H на 
основе канонического разложения

( ) ( ) ( )λ λ
ν ν

λ= ν=

= + ϕ = =∑∑
h i

( ) ( )
h h h

1 1

X i m i V i ,  h 1,H,  i 1,I. 	 (1)

Элементы канонического представления (1) опре-
деляются по формулам:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

−
λ λ

ν ν
λ= ν=

= − =

= − − ϕ∑∑

(1) (h)
1 1 1 i

h i 1
( ) ( )

h h h
1 1

V X 1 m 1 ,V

X i m i V i ,  h=1,H, i=1,I; 	 (2)

( )
( ) ( )

−
λ λ

ν ν
λ= ν=

= =

 = − ϕ = = ∑∑

(1) (h)
1 1 i

h i 1 2( ) ( )
h h

1 1

D D 1 ,  D

D i D i ,  h 1,H,  i 1,I; 	 (3)

( ) ( )( )λ λ
ν νλ

ν

 ϕ = − 
( ) ( )
h h h( )

1
(i) M V X i m i ,

D

= λ = νh 1,H,  1,h,  ,i=1,I. 	 (4)

Реализации векторной случайной последователь-
ности получаются путем преобразования выражени- 
ем (1) H массивов значений случайных коэффициентов 

{ } =(h)V ,h 1,H,  

где 

λ
ν  = 
( )M V 0,  ( )λ λ

ν ν
  =  

2( ) ( )M V D ,  а λ ξ
ν µ

  = 
( ) ( )M V V 0  

при невыполнении хотя бы одного из условий ν = µ 
или λ = ξ.  Каждому массиву коэффициентов { }(h)V  
соответствует своя система координатных функций 

λ
νϕ λ = ν( )

h (i),  1,h,  ,i=1,I.

Модель (1) является достаточно универсальной 
(учтены взаимные стохастические связи между со-
ставляющими, не накладывается требований стацио-
нарности, монотонности, марковости, эргодичности и  
т. д.). Однако существенным недостатком разложения (1)  
является использование только линейных связей.

Для устранения данного ограничения введем в рас-
смотрение массив случайных величин

−

−
−

−

−
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N N N N
1 1 1 1

2 2 2 2

N N N N
2 2 2 2
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... ... ... ... ...

X (1) X (2) ... X (I 1) X (I)
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... ... ... ... ...

X (1) X (2) ... X (I 1) X (I)

... ... ... ... ...

X (1) X (2) ... X (I 1) X (I)

... ... ... ... ...

X (1) X −N N N
H H H

.

(2) ... X (I 1) X (I)

	 (5)
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Корреляционные моменты элементов массива (5) 
полностью описывают вероятностные связи модели-
руемой векторной случайной последовательности в 
исследуемом ряде точек =it ,i 1,I,  поэтому применение 
векторного линейного канонического разложения (1) 
к строкам 

= =hX (i),  i 1,I;h 1,H  

позволяет получить каноническое разложение с пол-
ным учетом априорной информации для каждой со-
ставляющей:

( ) ( ) ( )

( )

−
λ

ν λ
ν= = λ=

−
λ

λ
= λ=

 = + β ν + 
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∑∑
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W i,i W ,  i 1,I, 	 (6)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

ν−
λ λ λ λ

ν µ
µ= = =

− λ−
λ λ

ν ν
= = =

 = ν − ν − β µ ν − 

− β ν ν − β ν ν ν =

∑∑∑

∑∑ ∑

1 H N
( ) ( j) (l, )
l l l m mj

1 m 1 j 1

l 1 N 1
( j) (l, ) ( j) (l, )
m mj l lj

m 1 j 1 j 1

W X M X W ,

W , W , ,  1,I;  (7)

{ } ( ) ( )

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

λ λ λ
λ ν

ν−
λ

µ= = =

−
λ

= =

λ−
λ

=

     ν = = ν − ν −     

− µ β µ ν −

− ν β ν ν −

− ν β ν ν ν =

∑∑∑

∑∑

∑

2( ) 2 2
l, l l l

1 H N 2(l, )
mj mj

1 m 1 j 1

l 1 N 2(l, )
mj mj

m 1 j 1

1 2(l, )
lj lj

j 1

D ( ) M W M X M X

D ,

D ,

D , ,  1,I; 	 (8)

( )
( ) ( )( )

{ }

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

λ
ν

λ
λ

ν

λ λ

λ

ν−
λ

µ= = =

−
λ

= =

λ−

=

 − β ν = =
 
  

     = ν − ν −     ν

− µ β µ ν β µ −

− ν β ν ν β ν −

− ν β

∑∑∑

∑∑

∑

( ) s s
l h h(h,s)

l 2( )
l
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l

1 H N
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1 m 1 j 1

l 1 N
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(l
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M W
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(M X X i M X M X i
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Случайная последовательность 

= =hX (i),i 1,I;h 1,H  

представлена с помощью H  массивов 

λ λ = =( )
l{W },  1,N;  l 1,H  

некоррелированных центрированных случайных ко-
эффициентов λ

ν ν =( )
lW ,  1,I.  Каждый из этих коэффи-

циентов содержит информацию о соответствующих 
значениях λ ν( )

lX ( ),  а координатные функции ( )λβ ν(h,s)
l , i  

описывают вероятностные связи порядка λ+s между 
составляющими { }lX  и { }hX  в сечениях tν и ti 

Моделирование векторной случайной последова-
тельности с использованием выражения (6) начина-
ется с генерации значения (1)

11  с требуемой плотно-
стью распределения, оценка которой предварительно 
получена на основе статистической информации об 
исследуемой последовательности. С использованием 

(1)
11w  первое значение x1(1) для первой составляющей 

векторной последовательности 

= =hX (i),i 1,I;h 1,H  

вычисляется как

( ) ( ) ( )   = + β = +   
(1) (1,1) (1)

1 1 11 11 1 11x 1 M X 1 w (1) M X 1 w .

Затем последовательно определяются коэффици-
енты (2) (3) (N)

11 11 11w ,w ,...,w  для первой составляющей с по-
мощью соотношения

( ) ( ) ( )
λ−

λ λ λ λ

=

 = − − β λ =  ∑
1

( ) ( j) (1, )
11 1 1 11 1j

j 1

w x 1 M X 1 w 1,1 ,  2,N;

после чего генерируется значение (1)
12w  и формируется 

первое значение ( )2x 1  второй составляющей исследуе-
мой случайной последовательности

( ) ( ) ( )λ
λ

λ=

 = + β +  ∑
N

( ) (2,1) (1)
2 2 11 1 12

1

x 1 M X 1 w 1,1 w .

Соответственно для составляющей { }hX  генери-
руется значение первого случайного коэффициента 

(1)
1hw ,  определяется значение xh(1), вычисляются остав-

шиеся коэффициенты (2) (3) (N)
1h 1h 1hw ,w ,...,w  канонического 

разложения, которые применяются для определения 
значения xh+1(1) следующей составляющей { }+h 1X .

Указанная процедура повторяется H  циклов ( N 
итераций в каждом цикле) для первого сечения t1 и 
заканчивается формированием первого значения xH(1) 
последней составляющей { }HX  векторной случайной 
последовательности 

=hX (i),  i 1,I; =h 1,H.

После этого осуществляется переход ко второму 
сечению 2t  и с помощью предварительно полученного 
значения (1)

21w  с требуемым законом распределения 
формируется значение x1(2) первой составляющей мо-
делируемой векторной случайной последовательности:

λ
λ

= λ=

= + β +   ∑∑
H N

( ) (1,1) (1)
1 1 1l l 21

l 1 1

x (2) M X (2) w (1,2) w .

Затем снова для каждой составляющей { }hX  в 
сечении t2 генерируется значение первого случайно-
го коэффициента (1)

2hw ,  вычисляется значение xh(2) и 
определяются коэффициенты (2) (3) (N)

2h 2h 2hw ,w ...,w .
Процесс моделирования заканчиваются форми-

рованием значения ( )Hx I  для составляющей { }HX  в 
последнем сечении tI. 

Блок-схема, отражающая особенности вычисли-
тельного процесса формирования реализаций век-
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торной случайной последовательности согласно моде- 
ли (6), а также общая схема генерации реализаций, 
представлены на рис. 1, 2.

Основными этапами метода генерации векторных 
случайных последовательностей на основе модели (6) 
являются: 

– накопление реализаций случайной последова-
тельности; 

– вычисление на основе статистической информа-
ции дискретизированных моментных функций; 

– формирование с использованием моментных 
функций канонического разложения (6); 

– оценка плотностей распределения коэффициен-
тов канонического разложения; 

– генерация значений случайных коэффициентов с 
требуемыми законами распределения с последующим 
их преобразованием с помощью выражения (7).

В случае, если стохастические связи между состав-
ляющими отсутствуют 

( ) ( )ν µ  = l hM X i X j 0,  ≠l h;  =l,h 1,H;  =i, j 1,I;  =l,h 1,H,  

задача моделирования векторной случайной последо-
вательности сводится к моделированию H независи-
мых составляющих, при этом каноническое разложе-
ние (6) упрощается к виду [18–20]

( ) ( ) ( )λ λ
ν ν

ν= λ=

 = + β =  ∑∑
i N

( ) ( )
1

1 1

X i M X i W i ,  i 1,I. 	 (10)

Элементы λ
ν
( )W ,  ( )λ

νβ( )
h i  модели определяются ре-

куррентными соотношениями:

( ) ( ) ( )

( )

ν−
λ λ λ

ν µ λµ
µ= =

λ−

ν λν
=

 = ν − ν − β ν − 

− β ν λ ν =
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∑

1 N
( ) ( j) ( j)

1 j 1

1
( j) ( j)

j 1

W X M X W

W , =1,N, 1,I; 	 (11)
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λ
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λ
ν

λ
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λµ µ
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=

  −    β = =
 
  

 = ν − ν

   − ν − µ β ν β −   

− ν β ν β

∑∑

∑

( ) h h
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h 2( )

h

1 N
h ( j) ( j)

j h
1 j 1

1
( j) ( j)

j h
j 1

M W X i M X i
i

M W

1
{M X X i

D

M X M X i D i

D i },  

λ = ν = = =1,h,  1,i,  h 1,N,  i 1,I. 	 (12)

Рис. 1. Блок-схема алгоритма генерации реализаций векторной случайной последовательности на основе модели (6)
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где ( )λ νD  – дисперсия случайного коэффициента 
λ

ν
( )W .
Координатные функции 

( )λ
νβ( )

h i ,  ν = 1,i;  λ =,h 1,N;  =i 1,I  

обеспечивают минимум среднего квадрата погрешно-
сти представления скалярной случайной последова-
тельности.

 
Рис. 2. Схема процедуры генерации реализаций векторной случайной последовательности на основе полиномиальной 

степенной модели (6)
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5. Обсуждение результатов численного эксперимента

Метод генерации реализаций векторной последо-
вательности на основе разложения (6) апробирован 
для векторной модели

( ) ( )( ) ( ) ( )+ = − + +2
1 1 1 2X i 1 3,75 1 X i X i X i 1 , 	 (14)

( ) ( )
( ) ( ) ( )+ = − + ξ +

+
2

2 22
2

2X i
X i 1 X i i 1 ,

1 X i
	 (15)

где X1(1) – равномерно распределенная случайная ве-
личина в интервале [0..0,1], X2(1) – равномерно распре-
деленная случайная величина в интервале [–0,1..0,1], 
ξ(i) – равномерно распределенная случайная величи-
на в интервале [–0,1..0,1].

Результаты предварительного анализа оценок мо-
ментных функций показали, что для такой после-
довательности значимыми стохастическими связями 
являются связи порядка нелинейности ≤N 4.

С использованием выражения (7) на основе стати-
стической выборки объемом 500 реализаций последо-
вательности (14), (15) для N=4 получены гистограммы 
частот n  случайных коэффициентов (1)

i1W  и =(1)
i2W  i 1,7 

(рис. 3–16). 

Рис. 3. Гистограмма частот (1)
11W

Рис. 4. Гистограмма частот (1)
21W

Процедура получения реализаций векторной слу-
чайной последовательности (14), (15) на основе ка-
нонического разложения (6) сводится к генерации 
значений случайных величин =(1) (1)

i1 i2W ,  W ,  i 1,7  с со-
ответствующими заданными законами распределения 
(рис. 3–16) и преобразованию полученных значений 
выражением (6).
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Рис. 5. Гистограмма частот (1)
31W

Рис. 6. Гистограмма частот (1)
41W

Рис. 7. Гистограмма частот (1)
51W

Рис. 8. Гистограмма частот (1)
61W
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Рис. 9. Гистограмма частот (1)
71W

Рис. 10. Гистограмма частот (1)
12W

Рис. 11. Гистограмма частот (1)
22W

Рис. 12. Гистограмма частот (1)
32W

Рис. 13. Гистограмма частот (1)
42W

Рис. 14. Гистограмма частот (1)
52W

Рис. 15. Гистограмма частот  
(1)
62W

Рис. 16. Гистограмма частот (1)
72W
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На рис. 17 представлены зависимости относитель-
ной погрешности аппроксимации при использовании 
разложений (1), (6) и (10).

Рис. 17. Относительная погрешность аппроксимации 

первой составляющей ( ) =1X i ,  i 2,7  последовательности 
(14), (15) линейным разложением (1), полиномиальным 

скалярным (10) и векторным разложением (6)

Анализ приведенных на рис. 17 результатов указы-
вает на низкую точность представления исследуемой 
модели (14), (15) с помощью линейного каноническо-
го разложения (1). При этом относительная погреш-
ность аппроксимации первой составляющей ( )1X i , 

=i 1,7 в точках дискретизации ≥i 5  равна 8,1–8,5 %. 
Рис. 17 также иллюстрирует получение существенно-
го дополнительного выигрыша (2,0–2,5 %) в точности 

представления случайной последовательности с помо-
щью полиномиального векторного разложения (6) по 
сравнению с полиномиальным скалярным разложени-
ем (10) за счет использования стохастических связей 
между составляющими. 

7. Выводы

В результате проведенных исследований была по-
лучено полиномиальное каноническое разложение 
векторной случайной последовательности, которое, 
в отличие от известной канонической модели, полно-
стью учитывает нелинейные стохастические связи. 

На основе синтезированной математической мо-
дели разработан метод генерации реализаций слу-
чайной последовательности с требуемыми характе-
ристиками. Векторное каноническое разложение и 
метод генерации реализаций не накладывает ника-
ких существенных ограничений на класс исследуе-
мых случайных последовательностей (линейность, 
марковость, стационарность, монотонность и т. д.). 
Учитывая рекуррентный характер определения эле-
ментов векторного канонического представления, 
процедура моделирования случайных последова-
тельностей является достаточно простой в вычисли-
тельном отношении. 

Результаты численного эксперимента показали вы-
сокую точность моделирования векторной последова-
тельности с помощью разработанного метода. 

Метод может быть использован в различных об-
ластях науки и техники, связанных с исследованием 
объектов, параметры которых имеют стохастическую 
природу.
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