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Представлено розв’язок задачі про взаємодію гармонічних 
хвиль крутіння з тонким пружним круговим включенням. Одна 
зі сторін включення – відшарована, а друга – повністю зчепле-
на з зовнішнім середовищем. Метод розв’язання полягає в тому, 
що кутове переміщення зовнішнього середовища за допомогою 
розривного розв’язку рівняння крутильних коливань виражаєть-
ся через невідомі переміщення і дотичні напруження на включен-
ні. Після реалізації граничних умов на відшарованій і зчепленій 
сторонах включення для визначення іх стрибків отримано систе-
му сингулярних інтегральних рівнянь.

Ключові слова: хвилі крутіння, пружне відшароване вклю-
чення, розривний розв’язок.

Постановка проблеми. Міцність і довговічність кон-
струкцій і деталей машин суттєво залежить від наявності в 
них дефектів у вигляді тонких сторонніх включень. Як відомо, 
найбільша концентрація напружень спостерігається поблизу 
відшарованих включень.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Досить повно 
досліджено проблеми статичного деформування пружних тіл 
з відшарованими абсолютно жорсткими включеннями [1, 2]. 
Аналіз динамічної концентрації напружень поблизу відшаро-
ваних включень внаслідок деформації гармонічних хвиль теж 
проводився в припущенні, що включення є абсолютно жор-
стким [3].

Мета статті. Припущення, що включення є абсолютно 
жорстким, спрощує розв’язання задачі, але не дозволяє дослі-
джувати залежність концентрації напружень поблизу вклю-
чення від його пружних властивостей. І тому ми поставили 
за мету дослідити концентрацію напружень поблизу тонкого 
пружного відшарованого включення при взаємодії з ним гар-
монічної хвилі крутіння.
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Викладення основного матеріалу. Нехай необмежене 
пружне тіло знаходиться в умовах осьової симетрії і містить 
тонке включення у вигляді круглої пластини товщини h і раді-
уса a. В середовищі поширюються гармонічні хвилі крутіння, 
які викликають в ньому наступні кутові переміщення і дотич-
ні напруження [4].
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де  1 1,G ρ  – модуль зсуву і густина середовища; ω – частота ко-
ливань. Переміщення і напруження в середовищі подаються 
у вигляді

 0 1 0 1
z, z zu u uθ θ θ θ θ θ= + τ = τ + τ . (2)

У формулах (2)  1 1
z,   uθ θτ  переміщення і напруження, що ви-

кликані хвилями, відбитими від включення.
Граничні умови, внаслідок малої товщини включення, 

формулюються відносно його серединної площини. Нехай сто-
рона z = +0 відшарувалась, а z = -0 зчеплена із зовнішнім се-
редовищем. Тоді на включенні будуть розривними кутове пе-
реміщення і дотичне напруження, для стрибків яких введено 
позначення:

 ( ) ( ) ( )1 1
1, 0 , 0z zr r rθ θτ + − τ − = χ ;  ( ) ( ) ( ) [ ]1 1

2, 0 , 0 ,      r 0;uu r u r rθ θ+ − − = χ ∈ . (3)

Окрім (3), на відшарованій і зчепленій поверхнях вклю-
чення мають виконуватись умови

 ( ) ( )1 0, 0 , 0 ;   z zr rθ θτ + = −τ +  ( ) ( ) ( )1 0
0, 0 ,0 .     u r u r u rθ θ− = −  (4)

В другій рівності (4)  ( )0u r  – кутове переміщення середин-
ної площини включення. Воно визначається з рівняння [5].
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де  0 0,G ρ  – модуль зсуву і густина матеріалу включення.
Оскільки включення вважається дуже тонким, то не вра-

ховується дія на його бічні кромки з боку зовнішнього серед-
овища. Тоді до рівняння (5) додадуться такі граничні умови
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де S(a) – дотичні сили на бічні кромки включення.
Для розв’язання сформульованої задачі переміщення  1uθ  і 

напруження  1
zθτ  подаються у вигляді розривного розв’язка (3) 

зі стрибками (4) за формулами [6]:
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Розв’язок одновимірної граничної задачі (5), (6) визнача-
ється формулою з [7]:
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де  ( ),F rη  – функція Гріна одномірної задачі (5), (6), яку на-
ведено у [7]. Формули (7), (8) будуть визначати деформовно-
напружений стан у зовнішньому середовищі і включенні, 
якщо знайти невідомі стрибки (3). Для цього скористаємось 
граничними умовами (4). Після підстановки (7), (8) в (4) від-
носно цих стрибків одержимо систему двох рівнянь. Ця систе-
ма після здійснення перетворень, детально викладених у [3, 7], 
набуде вигляду:
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В системі (9) функції  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , ,R y R y D y f f− ς − ς − ς ς ς , а 
також зв’язок між стрибками (4) і новими невідомими функці-
ями визначаються за формулами [3, 7].

Наближений розв’язок системи (9) будується, як і розв’язок 
відповідної системи в [3], коллокаційним методом [8]. Як дове-
дено в [2], для того, щоб напруження поблизу включення мали 
інтегровану особливість, необхідно розв’язок системи (9) шу-
кати у вигляді:

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1j j

j jg α −ας = − ς + ς ψ ς ;  1, 2j = ,  1 20.25, 0.25α = α = − . (10)

Ці функції наближаються інтерполяційними багаточлена-
ми, які мають вигляд:
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де  ( ),k k
nPα −α ς  – багаточлени Якобі ортогональні з відповідною 

вагою, km (m=1, 2, ..., n) – корені цих багаточленів.
Для регулярних інтегралів скористаємося формулами 

Гаусса-Якобі [9], а для сингулярних окрім тих, що мають лога-
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рифмічну особливість, квадратурними формулами з [3]. Інте-

грали з логарифмічною особливістю 
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обчислимо за допомогою виведених квадратурних формул:
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Внаслідок цих дій замість системи інтегральних рівнянь 
(9) отримаємо лінійну систему алгебраїчних рівнянь
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Після розв’язання системи (12) самі невідомі функції на-
ближено знаходяться за формулами (10), (11).

Величиною, що визначає концентрацію напружень біля 
включення, також як і в [2, 3], вважається коефіцієнт при осо-
бливості стрибка напружень
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Його наближене значення, після розв’язання системи (12), 
можна обчислити за допомогою формули
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Знайдена наближена формула (13) дала можливість чи-
сельно дослідити залежність концентрації напружень від без-
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розмірної частоти падаючої хвилі  0 2aκ = κ  і відношення мо-
дулів зсуву  0 1 0/G Gγ = . Оскільки було встановлено, що най-
більші значення N спостерігаються при співвідношенні 
між хвильовими сталими  0 0/ 0,9,δ = γ κ ≈  то усі обчислен-
ня проводились для цього значення. Також вважалося, що 
 1 0/ 1, 0,05ρ = ρ ρ = ε = . У формулі (11) і системі (12) викорис-
товувалось до 25 вузлів інтерполяції, що забезпечило отриман-
ня результатів для розглянутого діапазону частот з похибкою 
до 0,1%. Результати числового дослідження наведено у вигля-
ді графіків на рис. Графіки показують зміну абсолютного зна-
чення безрозмірного коефіцієнта при особливості напружень 
залежно від частоти при різних відношеннях модулів зсуву  0γ .

Можна бачити, що зі спаданням  0γ  концентрація напру-
жень біля включення спадає. При цьому значення коефіцієн-
та прямують до значення, що відповідає абсолютно жорстко-
му включенню і при  0γ =0,001 вже збігаються з ним.

Рис. Зміна абсолютного значення безрозмірного коефіцієнта при 
особливості напружень залежно від частоти при різних відношеннях 

модулів зсуву  0γ .

Висновки. Аналіз графіків показує, що при відшаруванні 
біля жорсткого включення концентрація напружень буде най-
більшою. Різниця між значеннями  0N  для пружного і абсо-
лютно жорсткого включення збільшується при зростанні час-
тоти. Якщо включення пружне, то існують частоти, при яких 
коефіцієнт  0N  має максимальне значення. Таким чином,
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можна зробити висновок, що при гармонічних коливаннях 
тіла з відшарованим включенням не завжди можливо розгля-
дати включення як абсолютно жорстке.
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