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ВСТУП 
Місце дисципліни в структурі основної професійної програми 

«Теоретична механіка» в навчальному плані спеціальності 208 
«Агроінженерія». 

 Мета і завдання дисципліни. Метою дисципліни «Теоретична 
механіка» відповідно до програми сільськогосподарських навчальних 
закладів та ІМО-моделі курсу є формування у здобувачів вищої освіти: 

- сучасного наукового уявлення про навколишній світ природи, його 
закономірності; 

- знань певних законів природи та умінь їх використовувати, тобто 
формування у них компетентностей, які є базовими для сприйняття та 
формування професійних компетентностей. 

- знань, умінь та навичок, необхідних для: розуміння механічних явищ 
у практичній діяльності, складання розрахункових схем механізмів і машин, 
розвиток навичок, самостійного розв’язання різноманітних технічних задач, 
розуміння кількісних і якісних закономірностей, що спостерігаються у 
природі.  

Завдання курсу. Дисципліна «Теоретична механіка» призначена для 
підготовки фахівців ступені вищої освіти бакалавр з спеціальностей 208 
«Агроінженерія» та 015 «Професійна освіта».  

Методичні: полягають у забезпеченні високого рівня теоретичних 
знань, необхідних для вивчення послідуючих фундаментальних і фахових 
дисциплін та формування професійних компетентностей. 

Пізнавальні: формування теоретичнх понять та знань, які передбачає 
ІМО-модель курсу. 

сприяти засвоєнню основних законів механіки, методів вивчення 
фізичних явищ, які необхідні для формування сучасного наукового 
світогляду; 

сприяти формуванню базових знань та умінь, тобто формування 
загальнонаукових компетентностей, необхідних для подальшого вивчення 
спеціальних технічних та фахових дисциплін і формування загально-
професійних та спеціалізовано-професійних компетентностей.  

До них належать: 
- умови рівноваги твердих тіл під дією сил (статика); 
- основні характеристики механічного руху точки твердого тіла у 

просторі як функції часу (кінематика); 
- основні закони руху матеріальної точки і механічної системи 

матеріальних точок під дією сил (динаміка); 
- основні принципи механіки. 
Практичні:формувати у здобувачів практичні знання та уміння, які 

передбачає ІМО-модель курсу; 
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- навчати здобувачів, використовуючи закони фізики, математики, 
розв’язувати  технічні задачі, узгоджені з ІМО-моделлю курсу та технічними 
дисциплінами; 

- сформувати вміння використовувати теоретичні знання з математики 
і фізики для розв’язання завдань, які виникають при експлуатації тракторів, 
сільськогосподарських та інших машин; 

- навчати здобувачів працювати з навчальною та довідковою 
літературою необхідною в їх діяльності. 

Практичні результати вивчення дисципліни зводяться до вміння: 
- перетворювати одні системи сил в інші, що еквівалентні їм; 
- визначати умови рівноваги твердих тіл, які знаходяться під дією сил; 
- визначати кінематичні характеристики руху матеріальної точки і 

твердого тіла; 
- визначати рух матеріальної точки і механічної системи матеріальних 

точок та абсолютно твердих тіл під дією сил; 
- використовувати принципи механіки до розв’язування прикладних 

задач. 
Для опанування навчальним матеріалом, передбаченого програмою з 

теоретичної механіки, необхідні знання з фізики, математики, в межах 
загальноосвітньої середньої школи, а також знання з вищої математики. 

Методичні рекомендації. Кожна робота складається з конкретних 
завдань за темами відповідних розділів теоретичної механіки. Виконання 
цих завдань у вигляді розв’язування відповідних конкретних задач і складає 
зміст роботи. 

Для успішного виконання завдань необхідно: 
- вивчити теоретичний матеріал з даної теми; 
- ознайомитися з методикою розв’язання задачі; 
- розібратися у наведеному прикладі; 
- засвоїти умову задачі і записати її у скороченому вигляді; 
- зробити, якщо необхідно, відповідний рисунок чи схему; 
-проаналізувати зв’язок між величинами, що характеризують дане 

явище, та записати відповідні рівняння; 
- у разі необхідності, з’ясувати роль початкових та граничних умов; 
- розв’язати рівняння або систему рівнянь та проаналізувати результати. 

Якщо хід самостійного розв’язування та його результати не 
співпадають з прикладом, треба знайти і виправити помилки і ще раз 
спробувати розв’язати задачу-приклад самостійно. Ця процедура 
повторюється до повного співпадання результатів. 

Після цього можна починати розв’язування задачі свого варіанту. 
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1. ПРАКТИЧНІ РОБОТИ. PRACTICAL WORS 
  1.1. Рівновага плоскої системи збіжних сил 
         Equilibrium of a flat system of convergent forces 

Методичні вказівки до розв’язування задач. Задачі на плоску систему 
збіжних сил можна розв’язувати за допомогою силового многокутника або 
аналітичним способом.  

Рекомендуємо слідуючий порядок дій при розв’язанні задач статики 
аналітичним способом:  

1. Вияснити, рівновагу якої точки або тіла необхідно розглянути. 
2. Вибрати осі координат. 
3. Якщо тіло (точка) не вільне, то необхідно звільнитися від в’язей і 

замінити дію в’язей на тіло реакціями в’язей. 
4. Проаналізувати отриману систему активних сил і реакцій в’язей. 
5. Записати аналітичні умови рівноваги отриманої системи сил і 

скласти рівняння рівноваги. 
6. Розв’язати отриману систему рівнянь. 
Завдання 1.  Визначення реакції стрижнів аналітичним і 
графічним методами  
Task 1. Determination of the reaction of the rods by analytical and 
graphical methods  
За даною схемою навантаження плоского кронштейна АОВ (табл. 1.1)   

визначити реакції стрижнів аналітичним і графічним методами. Варіанти  
завдань наведені в табл. 1.2. 
  Приклад. За схемою (рис. 1.1) визначити реакції стрижнів кронштейна 
аналітичним і графічним методами якщо: F1 = 60 H, F2 = 40 H, α = 75,  
β = 30. Розв’язання. Аналітичний метод розрахунку. 

  1.Обираємо об’єкт  рівнова-
ги – точку О, в якій перетина-
ються лінії дії сил системи. 
Прикладаємо активні (задані) 
сили F1  і  F2, які діють на точку. 
  2.Звільняємо точку О від 
в’язей (стрижнів ОА та ОВ), 
замінюючи їх реакціями ROA  та 
ROB (рис. 1.2). Реакції ROA  та ROB  
напрямлені вздовж  осей 
стрижнів ОА та ОВ відповідно до 

заданих кутів α та β. 
  3.Проводимо осі проекцій Ох та Оу так, щоб вісь Оу була 
перпендикулярною до реакції лінії дії реакції ROA. 

 
Рис. 1.1. До пркладу  
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 Таблиця 1.1. Варіанти і схеми навантаження плоского кронштейна 
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Таблиця 1.2. Варіанти завдань 

Варіант Схема  
навантаження F1, Н F2, Н α, град. , град. 

1 2 3 4 5 6 
1 1 10 30 30 30 
2 2 20 40 45 30 
3 3 30 50 60 45 
4 4 40 60 30 45 
5 5 50 70 30 60 
6 6 60 80 30 30 
7 7 70 90 45 30 
8 8 80 100 60 45 
9 1 90 110 30 45 

10 2 100 120 30 60 
11 3 110 130 30 30 
12 4 120 140 45 30 
13 5 130 150 60 45 
14 6 140 160 30 60 
15 7 150 170 45 60 
16 8 160 180 30 30 
17 1 170 190 45 45 
18 2 180 200 60 45 
19 3 190 210 60 60 
20 4 200 220 45 60 
21 5 210 230 30 30 
22 6 220 240 45 30 
23 7 230 250 60 45 
24 8 240 260 45 60 
25 1 250 270 60 60 
26 2 260 280 30 30 
27 3 270 290 45 30 
28 4 280 300 45 45 
29 5 290 310 60 60 
30 6 300 320 60 60 

  Cкладаємо рівняння рівноваги плоскої системи збіжних сил і 
визначаємо з них  реакції стрижнів. 

;0105CosRR30CosFF 0
OBOA

0
2ix       (1.1) 

.060CosFF15CosRF 0
21

0
OBiy       (1.2) 

  З рівняння (2) знаходимо 
  .H41,4115Cos/)5,04060(15Cos/)60CosFF(R 000

21OB    
  З рівняння (1) 

.H92,23105Cos41,4130Cos40105CosR30CosFR 000
OB

0
2OA   
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  Виконуємо  перевірку розв’язання. Проводимо вісь u за 
довільним напрямом (в нашому прикладі її напрям співпадає з лінією дії 
реакції ROB. Складаємо рівняння .0Fiu   

  .0)9659,0(602588,092,2341,41
165CosF75CosF75CosRRF 0

1
0

2
0

A0B0iu




 

Отже, реакції визначені вірно. 
  Відповідь: результати аналітич-
ного методу розрахунку ROA=23,92 H, 
ROB=41,41 H. 
  Графічний метод. Обираємо 
масштаб сил F = 10 H/см і визначаємо 
довжини векторів відомих сил за 
формулою lF = F/F: lF1 = F1//F = 60/10 
= = 6 см; lF2 = F2//F = 40/10 = 4 см.  
  Складаємо векторне рівняння 
рівноваги: 0RRFF OBOA21   і 
будуємо за цим рівнянням замкнений 
багатокутник сил (рис. 1.3). 
  Вимірюємо на багатокутнику сил довжини 
векторів ROA i ROB: LRоa = 2,4 см, LRob = 4,1 см.  

 Визначаємо величину реакцій: гр
OAR  lRoa F = 

2,410 = 24 Н; гр
OBR lRoв F = 4,110 = 41 Н. 

  Обчислюємо похибку графічного методу: 

%;3%3,0

%100
92,23

00,2492,23%100
||









 ан
OA

гр
OA

ан
OA

R R
RR

OA


%.3%99,0

%100
41,41

00,4141,41%100
||









 ан
OB

гр
OB

ан
OB

R R
RR

OB


 Похибка розрахунків не перевищує  3 %, 
отже приклад  розвязаний з  достатньою 
точністю. 
    Завдання 2. Знаходження зусиль у тросі 
та стрижнях  підвісу ліхтаря 

Task 2. Finding forces in the cable and rods of the lantern suspension 
На схемах (рис. 1.4-1.7) приведені варіанти підвісу ліхтаря вагою Q..   

Знайти зусилля у тросі та стрижнях. Дані для розрахунку приведені в табл. 
1.3. 

 
Рис. 1.2.  До пркладу 

Рис. 1.3. Замкнений  
багатокутник сил 
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Рис. 1.4 
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Рис. 1.5 
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Рис. 1.6. 
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Рис. 1.7. 

Таблиця 1.3. Дані для розрахунку 
Варіант Q, H , град. , град. , град. 

1 50 30 45 30 
2 40 30 60 45 
3 60 60 30 60 
4 30 30 120 75 
5 45 30 60 15 
6 60 30 60 30 
7 70 60 30 45 
8 30 60 75 60 
9 80 30 60 75 

10 150 60 30 45 
Приклад розв’язання. Ліхтар підвешений на тросі до системи 

кронштейнів АВ і ВС (рис. 1.8). Вага ліхтаря Q = 165 H, кут нахилу 
кронштепйнів та тросу становить  = 60,  = 45,  = 150. 

Розглянемо рівновагу блока D (рис. 1.9). Зусилля в тросі, на якому 
висить ліхтар, дорівнює вазі ліхтаря Q (нехтуємо тертям тросу по бдоку D). 
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Відкидаємо стрижень АВ і ВС та трос КЕ й їх дію замінюємо силами 
,RA ,R C  ,Q  1Q  з якими вони діють на блок D. При цьому враховуємо, що 

трос працює тільки на розтягнення, а тяга ВА (стрижень) може як 

стискатись, так і розтягуватися. Під дією системи сил ( ,RA ,R C ,Q 1Q ) 

блок D знаходиться у рівновазі   0Q,QRR 1CA , причому .QQ 1  

Запишемо рівняння рівноваги для сил, що приклдадені до  блока D. 

.060SinR30SinR45SinQQ;0F

;060CosR30CosR45CosQ;0F
0

C
0

A
0

1y

0
C

0
A

0
X








 

Звідси знаходимо: 

;H40,76
3

2
35,0

3
2
2

2
21

165
60tg30Cos30Sin

60tg45Cos45Sin1QR 000

000

A 








  

.H30,100
5,0

)
2
340,76(

2
2165

60Cos
30CosR45CosQ

R 0

0
A

0

C 





  

Відповідь: RA = –76,40 H, RC = –100,30 H. 
Завдання 3. Знаходження опорних реакцій балки 
Task 3. Finding the support reactions of the beam 

Балка (рис. 1.10-1.12) завантажена силою F , розподіленим 
навантаженням q та парою сил з моментом М. Знайти опорні реакції 
балки. Дані для розрахунку наведені в табл. 1.4.  

 
 
 

  
Рис. 1.8. До прикладу Рис. 1.9. До прикладу 
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Рис. 1.10 
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Рис. 1.11 
 
 
 



 18

 
 

  

  
Рис. 1.12 

Таблиця 2.4. Дані для розрахунку 
Варіант     М, кНм F, кН q, кH/м a, м b, м c, м  d, м 

1 5 4 2 2 3 4 2 
2 6 3 1 3 2 5 1 
3 10 5 2 1 2 4 3 
4 4 1 2 2 3 5 1 
5 6 8 1 3 2 4 2 
6 8 5 2 1 3 5 2 
7 4 6 1 2 3 4 1 
8 5 7 2 3 2 5 2 
9 6 8 1 1 2 4 2 
10 5 3 2 2 3 5 3 
Приклади виконання завдання. Приклад 1. Для балки (рис. 1.13, а) 

знайти опорні реакції, якщо F=3 кН, q =1кН/м. 
Розв’язання. Розглянемо балку АВ, що знаходиться у рівновазі (покої). 
На балку діють активні сили: зосереджена сила F  та розподілене 

навантаження інтенсивністю q, яке еквівалентне зосередженій сил и    Q.  
Q = ql = 12 = 2 кH. 

Дію циліндричного нерухомого шарніра А та рухомого В замінюємо їх 
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реакціями BAA R,Y,X    (рис. 1.13, б).  

 Для зрівноваження системи сил BAA R,Q,Y,X,F запишемо 
рівняння рівноваги:  

 ;0F
n

1i
ix 


 .0X A   ;0)F(MA   F1–Q3 + RB4 = 0; 

  31–23 + RB4 = 0. RB = 0,75 кН. 

      ;0)F(M
n

1i
B 


F5 – YA 4 + Q1  = 0;  35 – YA 4 + +21  = 0;   YA = 4,25 кН. 

 Достовірність отриманих результатів можна перевірити, записавши 
ще одне рівняння: 

;0F
n

1i
iY 


 ;0RQYF BA   –3 + 4,25 – 2 + 0,75 = 0. 

Відповідь: RВ= 0,75 кH; YA = 4,25 кH; XA = 0 
 Приклад 2. Для консольної балки (рис. 1.14, а) знайти реакції 
жорсткого защемлення, якщо F = 2 кН, М = 5 кНм. 

На балку АВ діют: активна сила F , пара сил  з моментом М. Її руху 
перешкоджаї в’язь – жорстке защемлення в точці А. Відкидаємо в’язь в 
точці А,  і на підставі аксіоми про звільнення від в’язей, її дію замінюємо 

силами  AX і AY та моментом МA  (рис. 1.14, б). 

 

 

a) б) 
Рис. 1.14. До прикладу 2 

Запишемо умови рівноваги для системи  сил: ;0F
n

1i
ix 


 ;0XA   

  
а) б) 

Рис. 1.13. До прикладу 1 
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;0F
n

1i
iy 


 .22;0 кНYFY AA   

;0)F(MA   –МА + М – F5 = 0; –МА + 5 – 25 = 0; МА = – 5 кНм. 

Відповідь: ;0XA   ;2кНYA   МА = – 5 кНм. 

1.2. Плоска довільна система сил 
       Flat arbitrary system of forces 

 Методичні вказівки до розв’язування задач про  рівновагу  плоскої  
довільної  системи сил.  

До розв’язування задач необхідно приступати тільки після 
попереднього вивчення теоретичного матеріалу. Найбільш загальним 
методом розв’язування задач на рівновагу є аналітичний метод. 

Послідовність (методика) розв’язування задач статики приведена на 
стор. 7. Цієї послідовності необхідно дотримуватись і при розв’язуванні 
задач на рівновагу плоскої довільної системи сил. 

Для отримання більш простих рівнянь рівноваги потрібно: 
1. Складаючи рівняння проекцій сил, необхідно одну з координатних 

осей спрямувати перпендикулярно до лінії однієї, а якщо можливо, то і двох  
невідомих сил; при цьому проекція сили на  цю вісь буде дорівнювати нулю, 
а на вісь, їй перпендикулярній, сила спроектується в натуральну величину. 

2. Складаючи рівняння моментів для плоскої системи сил, доцільно 
вибрати центр моментів в тій точці, де більше всього невідомих сил. Тоді в 
рівняння моментів всіх сил ввійде тільки одна невідома сила. 

В тих випадках, коли при знаходженні момента сили відносно точки 
важко знайти плече сили, то буває доцільно цю силу розкласти на дві 
взаємно перпендикулярні складові і шукати момент цих складових сил 
відносно даної точки. 

В більшості задач статики неможливо наперед вказати напрям реакції 
опори. Тому в цих випадках невідому реакцію треба розкласти на дві 
складові, які спрямовуються вздовж відповідних осей координат, і ввести їх 
в рівняння рівноваги в якості невідомих.  

Якщо в результаті розв’язання рівнянь величина якої-небудь складової 
реакції буде від´ємна, то це означає, що в дійсності ця складова реакції 
напрямлена в протилежну сторону вибраного напряму. 

Завдання 4. Визначення реакції опор балки  
Task 4. Determination of the reaction of the beam supports 
Для балки, завантаженою активними силами і моментом пари сил 

визначити реакції опор. Схеми балок і прикладени навантаження наведени 
на рис. 1.15–1.17. 
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Рис. 1.15 
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Рис. 1.16 
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Рис. 1.17 

 



 24

Приклади розв’язання задач рівноваги довільної системи сил у 
площині 
 Приклад 1. Початкова схема конструкції наведена на рис. 1.18, а.  
Тут на балку із защемленим кінцем А на відрізку CD діє рівномірно 
розподілене навантаження q = 0,8 кН/м, активна сила F = 2 кН і момент пари 
сил М = 1,2 кН. 

Розв’язання. Розрахункова схема наведена на рис. 1.19, б. При її 
побудові використано принцип звільнення від в’язів. 

Розподілене навантаження замінено зосередженою силою 
4,28,03Q   кН, а силу F-координатними складовими xF , yF  з величинами  

41,12/2245cosFF 0
x   кН; 41,12/2245sinFF 0

y   кН. 
Відповідно до рис. 1.18, б балка, як вільне тверде тіло, перебуває в 

рівновазі під дією заданих сил yx F,F,Q , пари сил з моментом М і реакції 
защемлення у вигляді силових складових AA Y,X  та пари сил з моментом МА. 
 Складемо рівняння рівноваги балки, використавши першу форму умов 
рівноваги довільної плоскої системи сил: 





n

1i
ix 0F ; 0FX xA  ; 




n

1i
iy 0F ; 0FQY yA  ; 





n

1i
iA 0)F(M ; .0F5Q5,2MM yA   

 З отриманих трьох рівнянь можна визначити три невідомі реакції: 
 з першого рівняння 41,1FX xA   кН; 
 з другого рівняння  81,341,14,2FQY yA   кН; 
   з третього рівняння  87,112,14,25,241,15MQ5,2F5M yA  кНм. 

 
Рис. 1.18.  До прикладу 1 
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 Знак «мінус» отриманої реакції AX  показує, що в дійсності вона 
направлена на розрахунковій схемі у протилежний бік. 
 Для перевірки одержаних величин реакцій в’язів складемо рівняння 
моментів сил відносно точки Е, що знаходиться на відстані 1 м  від точки В і 
від балки (рис. 1.18, б). 
 Перевірка.   1F1X1F5,1QM4YMM xAyAAE  

008,1808,18141,1144,1141,15,14,22,1481,387,11  . 
Приклад 2. На балку АВ вагою G = 2 кН  діє розподілене навантаження 

інтенсивністю q = 2 кН/м і зосереджена сила F = 8 кН. Знайти реакції опор А 
і В. Розміри показані на 
рис. 1.19, а. 
Розглянемо рівновагу 
балки АВ. Для неї в’язя-
ми являються опори в 
точках А і В. Опора в 
точці А-це нерухомий 
шарнір, в точці В - рухо-
мий шарнір. Звільнимося 
від в’язей. Початок систе-
ми координат вибираємо 
в точці А. На ділянці СВ 
діє розподілене наванта-
ження. Дію розподілено-
го навантаження заміни-
мо дією зосередженої 

сили: Q = q·l = 23 = 6 кН.  
Так як розподілене навантаження рівномірне, то сила Q прикладена в точці 
D - середині відрізку СВ. CD = DB = 1,5 м (рис. 1.19, б). 

Складемо рівняння рівноваги довільної плоскої системи сил в формі: 

        ;0F
n

1k
kX



 ;030cosFX 0

A  ;0F
n

1k
kY




;0QG30sinFRY 0
BA                                                                             

;0)F(M
n

1k
kA 


 .06R5,4Q3G5,130sinF B

0                

 З отриманих трьох рівнянь визначаємо три невідомі реакції: 
з перого рівняння  93,63430cosFX 0

A   кН;  
з третього рівняння   

     6/)5,4Q3G5,130sinF(R 0
B 5,66/)5,46325,15,08(  кН; 

з другого рівняння  
  B

0
A RQG30sinFY .5,55.6625.08 кН  

 
Рис. 1.19.  До прикладу 2 
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Зробимо перевірку результатів. Для цього складемо таке рівняння 
рівноваги, щоб в нього ввійшло якнайбільше знайдених раніше невідомих 
реакцій в’язей, і якщо це рівняння після підстановки числових значень 
реакцій буде дорівнювати нулю, то це означає, що реакції знайдено вірно. 

.035,65,165,15,0835,53R5,1Q5,130sinF3Y)F(M B
0

A

n

1k
kC 


      

Реакція в точці А  85,85,593,6YXR 222
A

2
AA   кН. 

Приклад 3. На балку АВ  з защемленим кінцем  діє на ділянці СD 
рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю  q = 1,5 кН/м, в точці В 
діє  активна сила F = 6 кН під кутом α = 45° і, крім цього, на балку діє пара 
сил з моментом  M = 4 кНм, Знайти реакції защемлення. Розміри вказані на 
рис. 1.20, а. Вагу балки не 
враховувати. 
Розглянемо рівновагу балки 
АВ. Для неї в’язю є опора в 
точці А (жорстке защемлення). 
Звільнимося від в’язі і заміни-
мо її дію на балку реакціями 
XА, YА, MА. Тут MА–момент  в 
защемленні (рис. 1.20, б). 
Розподілене навантаження 
замінимо зосередженою силою 
Q = q·l = 1,5 ·3=4,5 кН. 
Складемо рівняння рівноваги в  

формі: ;0F
n

1k
k X



 

;045cosFX 0
A       

;0F
n

1k
kY



;0Q45sinFY 0

A                           

;0)F(M
n

1k
kA 


.0745sinF5,3QMM 0

A                          

 З отриманих трьох рівнянь можна визначити три невідомі реакції: 

з  першого рівняння   24,4
2
2645cosFX 0

A   кH;  

   з   другого рівняння 74,8
2
265,4Q45sinFY 0

A   кН.; 

з третього рівняння  

 
Рис. 1.20.  До прикладу 3 
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.44,497
2
265,35,44745sin5,3 0 кНFQMM A                                      

Зробимо перевірку: 

  .02,05,35,44774,845,495,37)(
1

кНQMYMFM AA

n

k
kB 


 

 Похибка розрахунку: %.03,0%100
2,65

18,652,65



  Допустима похибка 

розрахунку ][ 3 %. 
Приклад 4. Знайти реакції в жорсткому защемленні, якщо інтенсивні-

сть розподіленого навантаження qmax = 3 кН/м, а зосереджена сила F = 4 кН. 
Розміри балки в метрах показані на рис. 1.21, а. Вагу балки не враховувати. 

Розглянемо рівновагу балки АВD. В точці А – жорстке защемлення. 
(див. приклад 3).  На ділянці ВD діє розподілене навантаження по закону 
трикутника і досягає найвищої інтенсивності в точці D. 

Знайдемо рівнодійну розподіленого навантаження.  
Рівнодійна трикутного наванта-
ження чисельно дорівнює поло-
вині добутку максимальної інтен-
сивності на довжину навантаже-
ної ділянки, а лінія її дії прохо-
дить на відстані, рівній 2/3 довжи-
ни ділянки від кінця, на якому 
інтенсивність дорівнює нулю.  

;
2

lqQ max  ;l
3
2BC   lСD

3
1

   

(рис. рис. 1.21, б). В даному 

випадку: ;9
2

63 кНQ 


  

 

;ì46
3
2BC  .26

3
1 мСD   

Реакції опори А показані на рис. 1.21, б. 
Запишемо рівняння рівноваги: 

;0F
n

1k
k X




 ;060sinFX 0
A   ;0F

n

1k
k Y




 ;0Q60cosFY 0
A     

;0)F(M
n

1k
kA 


 .04Q360sinFM 0

A   

Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо XA=3,46 кН; YA=7,00 кН; 
MA=25,61 кНм. 

 

Рис. 1.21. До прикладу 4 
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Для перевірки запишемо рівняння: 

;0)F(M
n

1k
kD 


 .02Q6Y4X630sinF160sinFM AA

00
A    

.05,12967446,365,0412/3461,25 кН  
Похибка розрахунку [(58,45–57,40)/58,45] 100%=1,79 %, що менше за 3 %.  

Приклад 5. Знайти зусилля в стрижнях, які підтримують балку АВ (рис. 
1.22). На балку діють сила F =20 кН, розподілене навантаження  q = 10 кН/м 
і пара сил з моментом  M = 304 кНм. Вагою стрижнів і балки АВ 
знехтувати. Розміри дільниць балки вказані на рис. 1.22.  
Розглянемо рівновагу балки АВ. 
Для неї в’язями є стрижні 1, 2, 3. 
Звільнимося від цих стрижнів. 
Стрижні невагомі, на кінцях мають 
шарнірні з’єднання, тому реакції 
цих стрижнів спрямовани по стриж-
ням .S,S,S 321   
Дію розподіленого навантаження 
замінимо дією зосередженої сили:  

30310lqQ  кН.  
На рис. 1.22 сила Q показана 
штриховою лінією.  

Запишемо рівняння рівноваги в 
формі: 

 

;02160sin660cos46)( 00

1



QFFMXYFM AAA

n

k
kD

 ;0
1




n

k
kX

F   ;0)F(M
n

1k
kA 


 ;065,45,130sin 3

0
1  SQMF           

;0)F(M
n

1k
kB 



.05,15,430sin630cos645sin 00
2

0
1  QМFSS    

Розв´язуючи ці рівняння, знаходимо 72,20S1   кН, 36,5S2   кН, 30S3  кН. 
Знак «мінус» при S2 показує, що в дійсності реакція стрижня 2 

спрямована  в протилежну сторону вибраному напряму. 
Зусилля в стрижнях чисельно дорівнюють реакціям відповідних в’язей. 
Зробимо перевірку:  




3
00

1
0

2
1

30sin45sin30cos SQFSSF
n

k
kY  

 .05.030305,0202/272,202/336,5 кН  

 
Рис. 1.22. До прикладу 5 
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 Завдання 5. Визначення реакцій опор плоскої конструкції  
Task 5. Determination of reactions of supports of flat design 

Мета роботи: 1. Сформувати компетентності для визначення реакцій 
опор  плоскої конструкції, яка знаходиться під дією системи сил, що дає 
можливість проектування суднових механізмів і перевірки їх на міцність. 

2. Сформувати компетентності самостійної роботи і творчого мислення. 
Жорстка балка знаходиться у вертикальній площині, складається з 

елементів кожний довжиною a метрів та погонною вагою q = 100 Н/м і 
закріплена в точках A та R (рис. 1.23). На балку діють сили F1  та F2  під 
кутами  та  до неї відповідно (усі кути відкладаються проти руху стрілки 
годинника від горизонталі), та момент пари зовнішніх сил M. Визначити 
реакції опор конструкції. Тип балки, точки і способи закріплення (згідно з 
рис. 1.24) та навантаження на балку приведені в табл. 1.5. 

Зауваження.  
1. При розв’язанні вважати, що закріплення не змінює розмірів балки. 
2. Для закріплень а) і б) додатні кути  та  (рис. 1.24) відкладати проти 

руху стрілки годинника від горизонтальної осі Ox, що спрямована праворуч. 
3. У випадку закріплення г) виникає дві реакції (у місці закріплення) – 

сила, яка перпендикулярна до тіла (ТТ) та момент закріплення; а у випадку 
закріплення д) – три реакції: вертикальна та горизонтальна сили і момент 
закріплення. 

4. Для визначення напрямів сил 1F


 та 2F


 додатні кути  та  відкладати 
проти руху стрілки годинника від горизонтальної осі Ох, що спрямована 
праворуч. 

Методика розв’язання задачі 
1. Вибираємо зручну систему координат (як правило, горизонтальну 

вісь х та вертикальну вісь у). 
2. Звільняємо конструкцію від в’язів, а їхню дію замінюємо реакціями. 
3. Розкладаємо активні сили та реакції на складові вздовж обраних осей. 
4. Складаємо рівняння рівноваги: 

 0Fix  ;   0Fiy ;  0)F(M i


. 

Останнє рівняння записуємо відносно довільної точки, 
використовуючи теорему Варіньона. Щоб спростити останнє рівняння, 
вибираємо ту точку, де перетинається найбільша кількість невідомих 
векторів сил. 

5. Розв’язуємо систему рівнянь та визначаємо невідомі величини. 
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1 2 

3 4 

 
5 6 

Рис. 1.23. Схеми до завдання 5 
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       а)                  б)                      в)                    г)                             д)  

Рис. 1.24. Способи закріплень твердого тіла (ТТ). 
а) жорсткий невагомий стрижень на шарнірах; б) котки (рухомі шарніри); 

в) циліндричний (сферичній) шарнір; г) напівзащемлена опора;  
д) защемлення. 

Приклад.  Жорстка однорідна 
балка погонною вагою q = 100 Н/м 
знаходиться у вертикальній площи-
ні і складається з елементів, довжи-
на кожного a = 0,5 м (рис. 2.25). 
Балка закріплена в точці A 
нерухомим шарніром та в точці B 
невагомим стрижнем з шарнірами 
на кінцях. 

Визначити реакції опор в 
точках A і B, якщо на балку діють 
сили F1 = 80 Н та F2 = 30 Н під 
кутами  = 60° та  = 45°, до неї 

відповідно, та момент пари зовнішніх сил M = 60 Н·м. 
Розв’язання. Напря-
ми осей декартової 
системи координат 
xOy  спрямуємо па-
ралельно елементам 
конструкції, оскіль-
ки вона складається 
з горизонтальних та 
вертикальних еле-
ментів (рис. 2.26). 
Розглянемо рівнова-
гу даної конструкції 
AB під дією заданих 
сил  F1, F2 та момен-
ту пари M. В’язями 

заданої конструкції AB є циліндричний шарнір A та стрижень B з шарнірами 
на кінцях. Звільняємо балку від в’язів, дію опор замінюємо на їхні реакції. 
Тоді в точці A реакція циліндричного шарніра визначається двома 
складовими AxR


 і AyR


, а реакція стрижня в точці B спрямована вздовж лінії, 

Рис. 1.25. Схема до прикладу  

 
Рис. 1.26. До прикладу 
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яка з’єднує шарніри. Напрями реакцій виберемо умовно, бо справжні 
напрями визначаються після розв’язування рівнянь рівноваги. 

Таблиця 1.5. Вихідні дані для розв’язання завдання 4 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
1 1 1,2 а 45 в - 35 C  -120 15 H  -30 20 
2 2 1,5 г - а 30 15 B  45 45 G  120 20 
3 3 1,0 д - - - 25 B  60 45 D  120 10 
4 4 1,2 в - б 30 45 F  60 35 H  -30 10 
5 5 1,2 а - 60 г - 15 H  120 30 E  30 20 
6 6 1,4 б 30 в - 35 D  -135 35 F  45 -10 
7 1 1,0 г - а -60 45 E  -120 30 F  30 -10 
8 2 1,2 б 45 г - 25 D  45 15 H  -60 -15 
9 3 1,2 - - д - 30 E  45 15 H  -60 25 

10 4 1,4 г - а 60 35 B  -120 50 D  -30 -20 
11 5 1,2 в - б 30 50 B  120 30 D  -45 15 
12 6 1,5 а -45 г - 45 C  120 40 F  -60 -25 
13 1 1,2 г - б 45 25 D  60 45 C  -45 15 
14 2 1,0 - - д - 15 E  -135 40 H  60 15 
15 3 1,4 г - а 60 45 D  -45 40 F  30 15 
16 4 1,2 б 30 в - 35 B  60 40 G  -135 -25 
17 5 1,2 а 60 в - 40 D  60 20 H  -45 5 
18 6 1,5 г - б -60 10 C  -120 30 H  45 -20 
19 1 1,4 д - - - 15 D  -120 25 G  -45 -25 
20 2 1,2 а 30 г - 50 C  -120 50 G  -135 10 
21 3 1,0 в - а 45 25 E  -150 10 F  45 -25 
22 4 1,2 а 30 г - 15 C  45 15 H  -90 -25 
23 5 1,5 - - д - 10 B  60 40 E  -150 10 
24 6 1,2 б 30 в - 30 B  -30 10 E  -150 -10 
25 1 1,4 г - а - 60 40 D  45 45 G  -60 5 
26 2 1,2 в - б 30 45 B  60 25 G  -30 5 
27 3 1,0 а -60 г - 45 C  60 15 F  -135 -20 
28 4 1,2 г - б 45 25 H  -150 50 E  45 15 
29 5 1,5 д - - - 45 E  -150 50 D  60 10 
30 6 1,2 а 60 г - 5 C  -120 25 E  30 -15 
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Обчислимо вагу кожної ділянки балки (AD, DC і CB), які визначаємо як 
добуток погонної ваги q на довжину елементу li ( ii lqP  ) і отримаємо  
величини сил тяжіння, що діють на кожну ділянку конструкції: 
P1 =100·4·0,5 = 200 Н, P2 = 100·5·0,5 = 250 Н, P3 = 100·3·0,5 = 150 Н. 
Ці сили прикладені до середин ділянок AD, DC і CB. 
 Запишемо рівняння рівноваги для нашого випадку: 

 ;060cosRcosFsinFRF B21Ax

n

1i
ix 


     (1.3) 

 .060sinRPsinFPcosFPRF B32211

n

1i
Ayiy 


           (1.4) 

Рівняння для моменту сил запишемо відносно точки A, оскільки в цій 
точці перетинаються лінії дій двох невідомих реакцій ( AxR


 і AyR


) 




a4sinFa4cosFa5,2PMa3sinF)F(M 2221

n

1i
iA


 

               a60cosRa560sinRa5P BB3   = 0.   (1.5) 
Звернемо увагу на те, що лінія дії сили F2 в нашому прикладі проходить 

через точку A, тому  a4)45sin(Fa4)45(cosF 22  0. 
Таким чином ми отримали систему трьох рівнянь з трьома невідомими. 

Рівняння (2.5) містить одну невідому величину – RB. Тому, підставляючи в  
нього вихідні дані задачі, отримаємо: 

5,060cosR5,260sinR5,215025,1250605,160sin80 BB   = 0, 
отже    BR92,158,643   = 0 і 92,1/58,643R B   = 336,06 Н. 

Підставимо цей результат в (2.3) і (2.4) та знайдемо AxR  та AyR : 
AxAx R60cos06,33645cos3060sin80R   + 77,54 = 0; AxR  = –  77,54 ; 

18,290R60sin7,915045sin3025060cos80200R AyAy   = 0; 
AyR  = 290,18 Н. 

Отже, напрями реакцій  RAy та RB відповідають тому, що зображено на 
рис. 2.26. Що стосується реакції RAx, то знак «мінус» свідчить про те, що 
реальний напрям реакції проти осі Ох. Оскільки RAxRAy, модуль реакції в 
точці А обчислимо за формулою 
  222

Ay
2
AxA 18,290)54,77(RRR  300,36 Н. 

Відповідь: RA = 300 Н, RB  = 336,06 Н. 
 
 
 
 

 



 34

1.3. Розрахунок та дослідження плоскої ферми 
       Calculation and study of a flat farm 

Зробити розрахунок ферми – це знайти реакції опор і зусилля в усіх 
стрижнях ферми. При цьому повинні виконуватись такі умови: 

а)всі стрижні ферми невагомі і прямолінійні;  
б)тертя в шарнірах відсутнє; 
в) навантаження, які діють на ферму, лежать в її площині і прикладені 

тільки в вузлах. При виконанні таких умов стрижні ферми будуть зазнавати 
тільки стиск або розтяг. 

Розрахунок ферми починається з знаходження реакцій опор ферми. 
Після того, як реакції опор знайдені, можна приступати до визначення 
зусиль в стрижнях ферми.  

Для знаходження зусиль в стрижнях можна використати: 
1) спосіб вирізання вузлів;  
2) 2) спосіб Ріхтера. 

Як це робиться розглянемо на 
конкретному прикладі. 
Приклад 1. У ферми, зображе-
ній на рис. 1.27, знайти реакції 
опор та зусилля в стрижнях, 
якщо F1 = 12 кН, F2 = 4 кН. 
Розглянемо рівновагу ферми в 
цілому. Для неї нее в’язями є 
опори в точках  А і В. 
Звільнимося від в´язей (рис. 
1.27). Знайдемо реакції в’язей. 

Запишемо рівняння 

рівноваги: ;0F
n

1k
kX



 ;0XA    

;0F
n

1k
kY



 YA + RB – F1 –F2=0;  YA + RB – 12 – 4=0;       

;0)F(M
n

1k
kA 


 ;08R6F2F B21    ;08R64212 B     

З цих рівнянь маємо,  XA = 0; YA = 10 кН;  RB = 6  кН. 
Зробимо перевірку. 

  .046242124104R2F2F4Y)F(M B21A

n

1k
kD 


  

Тепер перейдемо до обчислення зусиль в стрижнях ферми. Але спочатку 
перевіримо, чи є дана ферма статично визначена, тобто, чи виконується для 

 
Рис. 1.27. До прикладу 1 



 35

неї залежність .3n2k  Тут число вузлів n = 5,  кількість стрижнів k = 7. 
;3n2k   7 = 25 – 3 = 7 тобто ця ферма статично визначена і жорстка. 

2.Обчислення зусиль в стрижнях ферми способом вирізання вузлів. 
Вузли ферми знаходяться в точках A, C, D, L, B. Під дією активних сил і 

опорних реакцій ферма в цілому знаходиться в рівновазі, а це означає, що в 
рівновазі буде знаходитися і кожний умовно вирізаний її вузол.  

Розрахунок потрібно починати з того вузла, де сходяться два стрижня. В 
даному випадку в вузлах А і В сходяться по два стиржні. Розрахунок 
почнемо з вузла А. Стрижні 1 і 2, які сходяться в вузлі А ферми, є в’язями 
для цього вузла. Реакції цих стрижнів спрямуємо по стрижням від вузла 
(рис. 1.28, а).  

Якщо під час розв’язування задачі виявиться, що числові значення 
зусиль в стрижнях додатні, то ці стержні розтягуються, а якщо від’ємні – то 
стрижні стискуються.  

При  розв’язуванні задачі необхідно знайти деякі кути. В нашому 
випадку: ,12/2tg   045 . 

Після розгляду вузла А потрібно переходити до слідуючого вузла, у 
якого невідомих зусиль не більше двох. Цим вузлом є точка С (рис. 1.28, б). 
Після вузла С можна розглянути вузол D або вузол L (рис. 1.28, в, г). 

Для вузла А: ;0F
n

1i
iX



 ;045cosSS 0

12   

;0F
n

1i
iY



 ;045sinSY 0

1A  .02/2S10 1   

Звідки знаходимо  210S1   кН, 10S 2   кН. 
Стиржень 2 розтягується, а стиржень 1 стискується. 

Для вузла С: ;0F
n

1i
iX



 ;045sinS45sinSS 0

1
0

34   

;0F
n

1i
iY



 .0F45cosS45cosS 1

0
3

0
1   

Звідки знаходимо 22S3   кН (стискується); S4 = –8 кН (стискується). 

    
a) б) в) г) 

Рис. 1.28. Обчислення зусиль в стрижнях ферми  



 36

Для вузла D: ;0F
n

1i
iX



 045cosSS45cosSS 0

32
0

56  ; 

;0F
n

1i
iY



 .045sinS45sinS 0

5
0

3   

Звідки знаходимо 22S5   кН (розтягується), S6 =6 кН (розтягується). 

Для вузла L: ;0F
n

1i
iX



 .045cosS45cosSS 0

7
0

54   

Звідки знаходимо 26S7   кН  (стискується). 
Для перевірки розрахунків доцільно для кожного вузла побудувати 

багатькутник сил. На рис. 1.29 (а, б, в) показані багатокутники сил в вузлах 
А, В і L. 

Для вузла А відкладаємо реакцію YА в певному масштабі і проводимо 
через кінець і початок цього вектора напрями реакцій 1S  і 2S  до їх перетину. 
(рис. 1.29, а).  

Так як напрям сили YА  нам відомий, то обходячи трикутник по 
периметру по напряму YА, розставимо в ньому стрілки і тим самим знайдемо 
напрям невідомих реакцій 1S  і 2S .  

Якщо умовно перенести вектори 1S  і 2S  на стрижні 1 і 2, що сходяться 
в вузлі А, то ми побачимо, що реакція  1S  спрямована по стрижню 1 до 
цього вузла, отже стрижень 1 стискується; реакція 2S  спрямована по 
стрижню 2 від вузла, отже стрижень 2 розтягується. 

Після вузла А розглянемо вузол С. В цьому вузлі сходяться стрижні 3 і 
4, зусилля в яких ще не відомі, і стрижень 1, зусилля в якому вже знайдено. 
Крім цього, на вузол С діє сила 1F . Побудову цього силового багатокутника 
потрібно починати з відомої сили 1F  і /

1S . При цьому треба звернути увагу 
на те, що реакція /

1S стрижня 1 з точкою прикладання  С дорівнює по 

 
Рис. 1.29. Багатокутники сил 
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модулю і спрямована протилежно реакції 1S  цього стрижня з точкою 

прикладання А, тобто /
1S = – 1S   

Побудова багатокутника в вузлі С показана на рис. 1.29, б, а на рис. 
1.29, в побудований багатокутник в вузлі L. 

Заміряні в масштабі побудовані реакції стрижнів чисельно повинні 
мало відрізнятися від знайдених аналітично. 

3. Обчислення сил в стрижнях способом розрізу (спосіб Ріттера).  
Спосіб Ріттера – це аналітичний спосіб знаходження зусиль в 

стрижнях ферми. Нехай в фермі (рис. 1.27) необхідно знайти зусилля тільки 
в стиржнях 2, 3, 4. Щоб знайти, наприклад, зусилля в стиржні 4 способом 
вирізання вузлів, необхідно було спочатку розглянути рівновагу вузла А, а 
потім вже вузла С, куди входить цей стрижень. В цій процедурі немає 
потреби при використанні способу Ріттера. 

Розріжемо ферму по стрижням 2, 3, 4 на дві частини і розглянемо 
рівновагу, наприклад, лівої частини. Реакції відкинутої частини ферми 
будуть спрямовані по стрижням 2, 3, 4. Як і раніше, ці реакції будемо 

спрямовувати від вузла (рис. 1.30). 
Знайдемо реакцію 4S . Для цього 
рівняння моментів сил запишемо 
відносно точки D. Чому відносно D? 
Тому що моменти невідомих реакцій 

2S  і 3S  відносно цієї точки 
дорівнюють нулю. 

;0)F(M
n

1k
kD 


 .02S2F4Y 41A   

Звідси знаходимо 8S4   кН.  
Знайдемо реакцію 2S .   

Рівняння моментів сил запишемо відносно точки С. 

;0)F(M
n

1k
kC 


 .02S2Y 2A   Звідси знаходимо 10S2   кН. 

Знайдемо реакцію 3S : 

;0F
n

1k
k Y




 .045sinSFY 0
31A   Маємо 22S3   кН. 

Перевага способу Ріттера в тому, що кожне з зусиль знаходиться 
незалежно від других з одного рівняння. Ця перевага особливо помітна  в 
тих випадках, коли потрібно знайти не всі зусилля в стрижнях ферми, а  
лише в деяких із них. 

 
 

 
Рис. 1.30. Вузол С 
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Завдання 6. Визначення реакцій опор і зусиль в стрижнях плоскої 
ферми 
Task 6. Determination of the reactions of supports and forces in the 
rods of a flat truss 
Аналітично визначити реакції опор ферми та способом вирізання 

вузлів знайти зусилля в її стрижнях. На рис. 1.31 показані напрями дії сил  
залежно від кута . Способом Ріттера знайти зусилля в стрижнях, номера 
яких вказані в таблиці. Схеми 
ферм показані на рис. 1.32-1.34, 
необхідні числові дані приведе-
ні в табл. 1.6. На схемах не 
показані місце знаходження 
опор ферми та точки прикладання сил. Ці дані  беруться з табл. 1.6. Для 
ілюстрації виконання завдання 4 на рис. 1.35 побудована ферма з опорами і 
діючими на неї силами. У ферми, зображеній на рис. 1.35,  знайти реакції 
опор та зусилля в стрижнях, якщо F1=6 кН, F2=4 кН, F3=10 кН. Але спочатку 
перевіримо, чи є дана ферма статично визначена, тобто, чи виконується для 
неї залежність .3n2k   Тут число вузлів n = 5,  кількість стрижнів k = 7.  
7 = 25 – 3 = 7, тобто ця ферма статично визначена і жорстка. 

1.Знаходимо реакції в’язей 
Розглянемо рівновагу ферми в цілому. Для неї в’язями є опора в точці 

А (нерухомий шарнір) і  опора в точці В (рухомий шарнір). Реакції будуть 
BAA R,Y,X . 

Запишемо рівняння рівноваги ферми: 

;0F
n

1k
kX



 ;0R45cosF60cosFX B

0
3

0
1A   

 ;0R2/245,06X BA   

;0F
n

1k
kY



 ;045sinFF60sinFY 0

32
0

1A    

    ;02/21042/36YA   

;0)F(M
n

1k
kA



  ;03R4F245sinF345cosF5,460cosF B2
0

3
0

3
0

1   

   .03R41022/21032/2105,45,06 B   
Розв’язуючи ці рівняння, маємо: AX 8,55  кН;  AY 16,27 кН; 

BR 12,62 кН.  

Перевірка: 


25,145cosF460sinF4Y5,4X)F(M 0
3

0
1

n

1k
AAkK  

                                      .05,05,145sin 0
3 кНRF B   

 
Рис. 1.31.  
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Рис. 1.32 
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Рис. 1.33 
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Рис. 1.34 
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Таблиця 2.6. Вихідні дані для розрахунку ферми 
В

ар
иа

нт
 

С
хе

ма
 Опори та їх 

місце знаход. 
Розміри 
ферми 

Зосереджені сили 

Зу
си

лл
я 

в 
ст

ри
ж

-
ня

х 
за

 с
по

со
- 

бо
м 

Pі
тт

ер
а 

, 
г
р
а
д 
 

а, 
м 

h, 
м 

1F  2F  3F  
F1, 
кН 

то
чк

а 
пр

ик
л.

 1, 
град 

F2 
кН 

то
чк

а 
пр

ик
л.

 2, 
град 

F3 
кН 

То
чк

а 
пр

ик
л 3, 

град 

1 1 A B 30 2 2 20 C 60 15 D 120 10 N 30 8, 9, 10 
2 1 L T 0 3 2 15 E 45 20 K 60 14 D 90 12,13,14 
3 1 B A 45 4 4 10 C 45 12 E 75 10 D 60 4, 5, 6 
4 1 A T 0 3 3 12 L 45 14 K 60 12 D 120 7, 8, 9 
5 2 A B 30 4 1 8 E 45 10 K 60 14 L 90 4, 5, 6 
6 2 C D 0 6 2 10 A 90 12 B 60 16 L 60 8, 9, 10 
7 2 C B 30 4 2 12 E 60 14 K 90 18 N 60 4, 5, 7 
8 2 B C 0 3 2 4 E 70 8 A 120 10 L 45 8, 9, 11 
9 2 D C 30 4 3 6 A 90 10 N 135 12 L 60 4, 7, 10 

10 3 D C 45 2 3 10 A 90 12 L 60 14 B 45 4, 5, 7 
11 3 A B 30 4 3 12 D 180 14 K 60 16 L 45 8, 9, 10 
12 3 D B 45 4 4 6 A 60 10 K 75 12 N 40 8, 11, 13 
13 3 A C 0 2 3 18 D 120 20 K 60 22 L 45 4, 5, 6 
14 4 A B 30 2 2 16 C 45 17 D 60 20 K 0 4, 5, 6 
15 4 C D 45 4 3 10 A 120 12 B 60 16 L 90 8, 9, 10 
16 4 B A 45 2 3 12 C 180 16 L 60 8 T 90 4, 5, 10 
17 4 C B 30 4 4 9 A 135 10 L 90 12 D 60 6, 7, 8 
18 4 K B 30 6 4 20 A 120 25 D 45 18 L 90 8, 9, 10 
19 5 A B 45 4 5 14 K 120 16 D 90 20 L 60 4, 5, 6 
20 5 E C 90 3 4 8 A 150 10 D 90 15 B 75 6, 7, 10 
21 5 B A 0 4 4 12 K 60 14 L 45 16 C 120 4, 7, 8 
22 5 C A 30 3 5 9 E 120 12 D 90 14 B 60 6, 9, 10 
23 6 A B 60 2 3 16 K 120 18 D 60 20 L 90 5, 4, 8 
24 6 K B 30 4 3 10 A 180 12 C 120 16 D 45 7, 6, 8 
25 6 C B 0 5 4 6 A 0 10 L 90 12 D 60 7, 9, 10 
26 6 B A 30 3 4 8 K 135 12 C 60 14 D 120 7, 8, 9 
27 6 L A 0 2 4 7 C 45 9 D 0 11 B 75 5, 4, 9 
28 7 A B 30 4 2 14 C 60 16 K 135 10 L 0 6, 7, 8 
29 7 C B 45 3 3 10 E 120 12 D 90 16 N 60 4, 5, 6 
30 7 B A 0 1,5 2 12 C 150 10 K 60 14 L 0 4, 12, 10 

2.Обчислення зусиль в стрижнях ферми способом вирізання вузлів 
   Calculation of forces in the truss rods by cutting nodes 
Розрахунок почнемо з вузла А, де сходяться два стрижня 1 і 2. (рис. 

1.36, а). 
Запишемо рівняння рівноваги: 

а) ;0F
n

1k
kX



 ;0SX 2A   ;SX 2A   55,8S2   кН; 
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;0F
n

1k
k Y




 ;0SY 1A   ;YS A1   27,16S1  кН. 

 
     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Розглянемо рівновагу вузла С (рис. 1.36, б). 

б) ;0F
n

1k
k X




;0cosSS 32    ;0F
n

1k
kY



 .0sinSS 34      

Знайдемо значення   функцій Sin і Cos:    

 
Рис. 1.35. Ферма  

    
а) б) в) г) 

   
д) е) є)ж 

Рис. 1.36. Реакції вузлів ферми 
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5,225,1ACANCN 2222   м;  ;6,0
5,2
5,1

CN
ANSin   

.8,0
5,2

2
CN
ACCos     Sin = 0,6;  Cos = 0,8;  = 39,9. 

Тоді із системи рівнянь  б) маємо: 69,10S3   кН; 41,6S4  кН. 
Для вузла N (рис. 1.36, в): 

в) ;0F
n

1k
k X




 ;0cosScosScosS 536   

   ;0F
n

1k
kY



 .0SsinSsinSsinS 1536   

Маємо: 56,13S5   кН; 25,24S6  кН. 
Для вузла D (рис. 1.36, г): 

г) ;0F
n

1k
kX




 ;0cosScosSS 587   

    ;0F
n

1k
k Y



 .0SsinSsinS 458   

Маємо: 88,2S8   кН; 15,13S7  кН. 
Для вузла Е (рис. 1.36, д): 

д) ;0F
n

1k
k X




 ;060cosFcosScosSS 0
18910   

     ;0F
n

1k
kY



 .0sinSsinS60sinF 89

0
1   

Маємо: 78,5S9   кН; 32,5S10  кН. 
Для вузла К (рис. 1.36, е) 

е) ;0F
n

1k
kX



 ;0cosScosSS 131110   

     ;0F
n

1k
kY



 .0sinSsinSF 13112   

Маємо: 0S13   кН; 65,6S11  кН. 
Для вузла В (рис. 1.36, є): 

є) ;0F
n

1k
kX




 ;0SR 12B    ;0F
n

1k
kY



 .0sinS13   

Маємо: 62,12S12   кН. 
Для перевірки розрахунків доцільно для кожного вузла побудувати 

багатокутник  сил. На рис. 1.37 показані многокутники сил для вузлів, що 
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розглядались. Методика побудування многокутників приведена в прикладі 1 
стор. 36. 

 

 
 
Масштаб сил 
F = 5 кН/см. 
S1 = – 16,3 кН. 
S2 = 8,6 кН. 
 
 

 

 S3 = – 11 кН. 
S4 = 6,5 кН. S5 = – 13,5 кН. S6 = – 24 кН. 

а) б) в) 

   
S7 = 13 кН. S8 = – 3 кН S9 = – 5,5 кН. S10 = 4,5 кН. S11 = – 6,3 кН. S13 = 0. 

г) д) е) 
Рис. 1.37. Багатокутники  сил 

3. Зусилля в стрижнях 6, 7, 8 знайдемо за способом Ріттера 
Для цього розріжемо ферму по цих стрижнях і розглянемо, наприклад,  

ліву половину ферми. Дія правої частини ферми на ліву передається по 
стрижням 6, 7, 8. Реакції цих стрижнів спрямуємо від вузлів по стрижням 
(рис. 1.38). 

Запишемо рівняння моментів сил відносно точки L: 

;0)F(M
n

1k
kL



  ;03X2Y4sinS AA8   

.0355,8227,164sinS8   
Маємо 87,2S8  кН. 

Складаємо рівняння моментів сил 
відносно точки D: 

;0)F(M
n

1k
kD



  

;03X2Y2sinS5.1cosS AA66 

кН. 24,24 Маємо.0355,8
227,162sin5.1cos

6

66




S
SS 

  

Запишемо рівняння моментів сил відносно  

точки N:  ;0)F(M
n

1k
kN



   

 
Рис. 2.38.   
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.05,1X2sinS5,1cosS5.1S A887   
;05,1X2sinS5,1cosS5.1S A887   

.05,1X26,0)87.2(7,18.0)87,2(5.1S A7   Маємо 14,13S7  кН. 
Ці результати добре узгоджуються з розрахунками, що отримані за 

допомогою способу вирізання вузлів. Знайдені зусилля зведемо в одну табл. 
1.7. 

Таблиця 1.7. Числове значення сили стрижнів та їх знак 
Номер  
стрижня 1  2 3 4 5 6 7 

Знак сили – + – + – – + 
Сила, кН 16,27 8,55 10,69 6,41 13,56 24,25 13,15 
Номер  
стрижня 8 9 10 11 12 13 

Знак сили – – + – –  
Сила, кН 2,88 5,78 5,32 6,65 12,62 0 

1.4. Визначення реакцій опор складеної конструкції 
       Determination of the reactions of the supports of the composite 
structure 

Розглянемо тепер задачі на рівновагу не одного тіла, а системи тіл, які 
вільно опираються один до одного, або з’єднаних між собою певним чином, 
і знаходяться під дією довільної системи сил. Таку систему тіл називають 
складеною системою. 
 Якщо конструкція складається з кількох твердих тіл, з’єднаних між 
собою за допомогою в’язів (складена конструкція), то можна розв’язати 
задачу одним з двох способів: 
 1) розглянути рівновагу всієї конструкції і додатково рівновагу одного 
або кількох окремих твердих тіл, що складають конструкцію; 
 2) початкову конструкцію відразу розчленити на окремі тверді тіла і 
розглянути рівновагу кожного з них окремо. 

Приклад 1. Балка АВ складається з двох балок ВС і АС, з’єднаних між 
собою шарніром С. На складену балку АВ діє сила в 20 кН, пара сил з 
моментом 30 кНм і рівномірно розподілене навантаження інтенсивності 2 
кН/м (рис. 1.39, а). Не враховуючи вагу конструкції, знайти реакції опор і 
шарніра С. 

Розглянемо рівновагу балки АВ в цілому. Для неї в’язями є нерухомий 
шарнір А, рухомий шарнір D і невагомий стрижень BL. Маємо чотири 
невідомих ХА, YА, RD, RB, а незалежних рівнянь для їх знаходження можна 
скласти тільки три. (рис. 1.39, а). Тому дану складену за допомогою шарніра 
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С систему двох балок розріжемо по шарніру С на дві балки ВС і СА і 
розглянемо рівновагу кожної з балок окремо (рис. 1.39, б, в). 

Дія балки АС на балку ВС передається через шарнір С і, враховуючи те, 
що напрям дії невідомий, то розкладемо реакцію CR   на дві складові ХС,, YС 
(рис. 1.39, б). Аналогічно і для балки АС, тільки реакція /

CR  буде спрямова-
на в протилежну сторону реакції  CR . Чисельно C

/
C XX  , C

/
C YY  , а те що вони 

спрямовани в протилежні сторони враховано на рис. 1.39, в. Розподілене 
навантаження, що діє на балку ВС, замінимо зосередженою силою  
Q1 = q·l1 = 2·3 = 6 кН. Аналогічно, для балки АС маємо Q2 = q·l2 = 2·6 = 12 
кН.  

Маємо тепер шість невідомих ХA, YA, RD, RB, ХC, YC. Для знаходження 
цих невідомих маємо скласти шість рівнянь рівноваги. 

Ці шість рівнянь можна отримаи, якщо розглянути рівновагу балок АВ 
і ВС або балок АВ і АС, або балок ВС і АС . Ми  вибираємо третій варіант. 

Розглянемо рівновагу балок ВС і АС  (рис 1.39, б, в). 
Складемо рівняння рівноваги балки ВС: 

;0F
n

1ki
k X




;030sinFX 0
C   ;05,020X C            (1.6) 

;0F
n

1k
k Y




  ;0YQR30cosFR C1D
0

B                            (1.7) 

  ;0YQR5,020R C1DB   

;0)F(M
n

1k
kC 


 ;05.1Q6R930cosF12R 1D

0
B          (1.8) 

 

  
Рис. 1.39. До прикладу 1 
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 .05.1Q6R95,02012R 1DB   
Складемо рівняння рівноваги балки АС: 

;0F
n

1ki
k X



 ;0XX A

/
C                                                 (1.9) 

ж ;0F
n

1k
kY



;0YQY A2

/
C                                                    (1.10) 

;0)F(M
n

1k
kC 


;0M12Y3Q A2                         (1. 11) 

     .03012Y3Q A2   
Розв’язавши рівняння (6)-(11), маємо: ХА = 10 кН,  YА=0,5 кН,   

RD = 42,16 кН,  RB = –7,34 кН,  ХC  = 10 кН,  YC  = –11,5 кН. 
Для перевірки цих результатів складемо одне з рівнянь рівноваги  

балки АВ (рис. 1.39, а). 




12YM3Q5.1Q6R930cosF12R)F(M A21D
0

B

n

1k
kC

 0125,0303125,16616,429866,0201234,7  . 
Приклад 2. Однорідний брус 2 вагою 4 кН вільно опирається в точці В 

на однорідну балку 1 вагою 6 кН. Знайти опорні реакції в точках А і D  і 
тиск, який брус 2 спричиняє на балку 1. (рис. 1.43, а). 

Розглянемо окремо рівновагу бруса ВD і балки АС (рис. 1.43, б, в). 
Запишемо рівняння рівноваги бруса ВD: 

;0F
n

1ki
k X




 ;0X D   (1)  ;0F
n

1k
k Y



 ;0YQR D2B              (1.12) 

;0)F(M
n

1k
kD 


 .02Q4R 2B                (1.13) 

Запишемо рівняння рівноваги балки АС:  

;0F
n

1ki
k X




;0X A   (4)   ;0F
n

1k
k Y




   (5) 

;0)F(M
n

1k
kA 


 .RR /

BB   03Q2RM 1B
/

A  .            (1.14)             

Розв’язуючи рівняння (12)-(14), маємо: 
ХА =  ХD = 0, YA  = 8 кН,  МA = 22 кНм,  YD = 2 кН, /

BR  = 2 кН. 
Перевіримо результати розрахунків. Складемо одне з рівнянь 

рівноваги конструкції в цілому (рис. 1.43, а). 

.042241628224Y2Q1Q2YM)F(M D21AA

n

1k
kB 
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Завдання 7. Розрахунок та дослідження збірної конструкції 
Task 7. Calculation and study of prefabricated structures 
Плоска рама (рис. 1.40-1.42) складається з двох частин, які з’єднані 

шарніром С. На раму діють сили Р1 і Р2 і пара сил з моментом М. До 
окремих частин рами прикладене розподілене навантаження інтенсивністю 
q. Геометричні розміри рами визначаються параметрами a, b, c, h, а кути 1  і 
2  вказують напрямок дії сил Р1 і Р2.  

За даними розмірами і силовими навантаженнями знайти опорні 
реакції рами.  

Значення силових навантажень розмірів і кутів взяти з табл. 1.7.  
Таблиця 1.7. Значення силових навантажень розмірів і кутів 

Варіант 
P1 P2 М q a b c h 1 2   

кН кНм кН/мм м град 
1 6 4 10 10 4 4 3 2 30 30 
2 3 2 12 15 5 3 3 1 45 45 
3 5 6 8 20 4 3 4 6 60 60 
4 4 7 14 22 3 6 2 3 75 75 
5 3 6 10 18 6 2 3 4 30 30 
6 6 5 16 15 2 2 4 3 45 45 
7 8 2 14 24 4 4 2 6 30 30 
8 7 6 8 28 3 5 2 1 60 60 
9 7 6 8 17 5 3 4 2 75 75 

10 5 3 11 30 4 6 4 3 45 45 
 Приклад виконання завдання. Плоска рама, що складається з  
двох частин,  з’єднаних шарніром С, зображена на рис. 1.44, а. Величини 
силових навантажень, розміри і кути мають значення: Р1 = 9 кН, Р2 = 4 кН , 
М = 10 кН м , q = 0, 5 кН / м , a = 7 м , b = 4 м, c = 3 м, h = 2 м , 1 = 15,  
2 = 45. Знайти опорні реакції RA i RB. 
 Розв’язання. На рис. 1.44, б зображено раму в плоскій системі 
координат з навантаженнями і реакціями в опорах. 

Обидві опори рами є нерухомими шарнірами, тому реакції RA i RB 

показуємо  у вигляді складових XA, YA i XB, YB . 
Складаємо рівняння рівноваги для плоскої довільної системи сил 

;0F
n

1k
k X




 ;0F
n

1k
k Y




 .0)F(M
n

1k
kC 


         

Згідно з рис. 2.42, б  вони запишуться:  




n

1k
kxF = XA + P1 cos1 – P2 cos2 + XB = 0;           (1.15) 

 


n

1k
k Y

F  = YA – qb + P1 sin1 – P2 sin2 + YB  = 0;            (1.16) 
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Рис. 1.40 
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Рис. 1.41 
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Рис. 1.42 
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MC(Fi)  = – YA a – XA tg  + M – q b2 /2 + P1 sin1 b + YB (b + c) + 
 + XB h + P2 cos2  h – P2 sin2  ( b + c ) = 0 .                                    (1.17) 

Ці три рівняння розв’язати 
неможливо, так як в них є чотири 
невідомих. Виростаємо їх для переві-
рки розв’язку. Поставлену задачу 
розв’яжемо методом розчленування. 
Розглядаємо раму по частинах, 
роз’єднавши її по шарніру С. Части-
на АС збірної конcтрукаії зображена 
на рис. 1.44, a. 




n

1k
kxF  = XA + XC = 0; 




n

1k
kY

F = YA + YC = 0; 




n

1k
kA )F(M = M + YC a +  

+XC a tg 45 o = 0.         (1. 18) 
Розв’язання цих рівнянь також 

неможливий, бо в них 4 невідомих. 
Розглядаємо частину СВ, що 
зображена на рис. 1.44, б. Рівномірно 
розподілене навантаження інтенсив-
ністю q приводимо до зосередженої 
сили Q , яка дорівнює: 
Q = qb = 0,54  = 2 кН . 




n

1k
kX

F  – XC + P1 cos  1 + XB – P2 cos  2 = 0 ,          (1.19) 

 
Рис. 1.43. До прикладу 2 

 
 

а) б) 
Рис. 1.44. До прикладу 
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n

1k
k Y

F  – YC – Q + P1 sin 1 + YB – P2 sin 2 = 0 ,             (1.20) 




n

1k
kB )F(M YC(b + c ) + XC h + Q (c + b / 2 ) – P1 sin ϕ1c – 

                           –P1 cos ϕ1 h + P2 cos ϕ2 2 h = 0 .              (1.21) 
 Рівняння (2.18) і (2.19) розв’язуємо як систему, звідки знаходимо  
 XC = ( K 1 + M (b + c) / a ) / [h – (b + c) tg 45 o ] ,         (1.22) 
 YC = – M / a – XC tg 45 o,                (1.23) 
де позначено: K 1 = P1 (c sin ϕ1 + h cos ϕ1 ) − 2 P2 h cos ϕ2 − Q (c + b / 2 ). 
Тоді з рівнянь (15), (16) і (17), (2.18 )  знаходимо  складові реакцій RA i 
RB: XA = – X C ; YA = – YC;  X B = X C – P1 cos ϕ 1 + P2 cos ϕ 2 ;  
 YB = Y C + Q – P1 sin ϕ 1 + P2 sin ϕ 2 .           

Модулі реакцій RA i RB будуть дорівнювати: 
.YXR;YXR 2

B
2
BB

2
A

2
AA                      

1.5. Рівновага сил з врахуванням зчеплення (тертя спокою) 
       Equilibrium of forces taking into account coupling (friction at rest) 
Методичні рекомендації до розв’язання задач рівноваги з урахуванням 

сил тертя. Аналітичний метод розв’язування задач статики з урахуванням 
сил тертя залишається таким самим, як і в тих випадках, коли тертя не 
враховується. Різниця тільки в тому, що в рівняннях рівноваги з’являються, 
крім нормальних реакцій, сили тертя. При цьому максимальне значення 
сили тертя ковзання знаходиться по формулі NfFmax  , а при коченні 
максимальний момент опору   Мк=кN. 
 Приклад 1.   Тертя ковзання. Механічна схема конструкції (рис. 1.45, а) 
включає два вантажі вагою  Р1 = 4 кН і Р2 = 6 кН, які з’єднані тросом і 
розташовані на похилій шорсткій поверхні. Визначити стан системи двох тіл 
при f01 = 0,4, f02 = 0,8,  = 300,  
де f0і - статичний коефіцієнт тертя і-го тіла.  

Розв’язання. Розглянемо рівновагу вантажу Р1 в напрямку осі Ох (рис. 
1.45, б), прийнявши ван

тeртeр FF 11  : 01112  тeрFТР ,                        (1.24) 
де ;30sinÐÐ 0

112   Т1 - сила натягу троса; Fтер1 – сила тертя: 
0

101110111 30cosPfPfFF ван
тeртeр  . 

З рівняння (1.24) отримаємо  

За величиною Т1 > 0, отже при відсутності троса вантаж Р1 не буде 
знаходитися у стані рівноваги, тому що при куті 030  умова рівновагі тіла 
 ван

тeрFP 112   не виконується. 
Вантаж Р1 з’єднано тросом з вантажем Р2, тому його стан спокою 

.614,0866,044,05,0430cos30sin 0
101

0
11121 кНPfPFРT тр   
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З виразу (2) буде: .614,35,06614,030sin 0
212 кНPTFтер   

Отже для  заданих механічних і геометричних параметрів систем двох тіл 
отримано, що сила тертя 2терF  вантажу Р2 задовольняє умові його рівноваги 
за наявності нерівної нулю сили натягу троса від вантажу Р1. Її величина є 
достатньою для забезпечення особистої рівноваги, а також утримання у 
спокої і тіла Р1, тобто рівноваги системи двох тіл в цілому. 
 З рівнянь (1.24) i  (1.25) можна визначити кут , при якому матиме 
стан граничної рівноваги системи вантажів: 
 ван

терFPT 2222   або  cosPfsinPcosPfsinP 20221011  

або .
PP

PfPfarctg
21

202101




                       (1.26) 

 Формулу (1.26) використовують на практиці при побудові розглянутої 
на рис. 1.45, а механічної конструкції: визначенні геометричних і 
механічних параметрів опорної поверхні, вантажів та ін. 

Приклад 2. На барабан намотаний трос, до кінця якого підвішений 
вантаж вагою 4,5 кН. Знайти найменшу величину сили P , яка прикладена до 

 
 

а) в) 

 

можна забезпечити за допомогою 
вантажу Р2, якщо для сили тертя 2òeðF  
останнього буде виконуватись нерів-
ність  0

20222 30cos0 PfFF ван
тeртeр  

.êÍ157,4866,068,0   
Величину  сили тертя 2терF  
визначимо, якщо розв’яжемо 
рівняння рівноваги тіла Р2 у 
проекціях на вісь Ох (рис. 1.45, 
в): ,PTF 2222òåð                 (1.25) 
де Т2 = Т1; 0

222 30sinРР  . 

б) 
Рис. 1.45. До прикладу 1 
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важеля колодкового гальма при рівновазі барабана, якщо коефіцієнт тертя 
ковзання дорівнює 0,5. Вагою важеля знехтувати (рис. 1.46, а). 

 
Рис. 1.46. До прикладу 2 

 Розглянемо рівновагу барабана (рис. 1.46, в). Для нього в’язями є 
опора в точці О (реакції Х0,Y0) і важеля О1В. В точці А барабана зі сторони 

важеля діє нормальна реакція N і сила тертя ÒÅÐF . Сила тертя спрямована в 
протилежну сторону можливого переміщення точки А.  

Запишемо рівняння моментів сил відносно точки О: 

;0)F(M
n

1k
k0 


 .0

2
dF

2
dG 1

TEP
2   Звідси маємо .

d
dGF

1

2
TEP   

В свою чергу максимальне значення сили тертя NfFTEP  .  

.
fd
dG

f
FN

1

2TEP                                                           (1.27) 

Розглянемо рівновагу важеля О1В. Для нього в’язями є опора в точці 
О1 (реакції Х01,Y01) і барабан. В точці А важеля буде нормальна реакція 

NN
/

  і сила тертя ÒÅÐÒÅÐ FF  . (рис. 1.46, б). 
  Запишемо рівняння моментів сил відносно точки О1: 

 ;0)F(M
n

1k
k01



 .0lNlP 2

/
1   

Маємо .
l
l

NP
1

2/   Використаємо вираз (1). Тоді .
ldf

ldGP
11

22




  

.15,0
7,16,05,0

17,01,05,4 кНP 



  .150min НP    

НP 150min   – це мінімальне значення сили Р, при дії якої барабан буде 
нерухомим. Зрозуміло, що при P > 150 Н барабан тим більше буде в спокої. 
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 Приклад 3. Пружина, що розтягнута силою Р = 60 Н, притискує 
невагомий важіль до кулачка, який обертається. На кінці важеля знаходиться 
вантаж G =  10 Н. Знайти силу тиску кулачка на важіль і реакцію шарніра О, 
якщо коефіцієнт тертя ковзання між кулачком і важелем 0,1 (рис. 1.47) 

Розглянемо рівновагу важеля 
ВОС. Для нього в’язями є опора 
в точці О (реакції X0, Y0) і 
кулачок. В точці В на важіль діє 
нормальна реакція N  і сила 
тертя ÒÅÐF .  .NfFTEP    (1.28) 

Запишемо рівняння рівно-

ваги важеля ВОС: ;0F
n

1k
k X




  

X0–FтерCos60–NCos30=0;   (1.29) 
 

 ;0F
n

1k
kY




        

;0GP30sinN60sinFY 00
TEP0                          (1.30) 

;0)F(M
n

1k
k0 


 0bGaPlN  .               (1.31)   

З рівняння  (1.31) .H20
6,0

6,0103,060
l

bGaPN                               

З рівняння (1.29), з урахуванням (2.28),  
.3,18)2/35,01,0(20)30cos60cos( 00

0 HfNX    
З рівняння (2.30), з урахуванням (1.28) 
 .3,581060)5,01,02/3(20)30sin60(sin 00

0 HGPfNY   
Сила тиску важеля на кулачок спрямована в протилежну сторону 

нормальній реакції  N  і чисельно їй рівна. Тому .H20NF   
Приклад 4. Драбина  АВ  вагою G опирається кінцями на вертикальну 

стінку і горизонтальну підлогу. При якому куті нахилу  драбина буде в 
рівновазі, якщо коефіцієнт тертя ковзання в точках А і В дорівнює f ? (рис. 
1.48). 

Розглянемо рівновагу драбини  АВ. Для неї в’язями є стінка і підлога. В 

точці А – нормальна реакція 1N  і сила тертя 1F . В точці В – нормальна 
реакція 2N  і сила тертя 2F . ;sinABa   .cosABb   

 

Рис. 1.47. До прикладу 3 
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;NfF 11                    (1.32) 

  .NfF 22                    (1.33) 
Запишемо рівняння рівноваги драбини АВ. 

;0F
n

1k
kX



;0FN 12                (1.34) 

;0F
n

1k
kY



 ;0GFN 21                   (1.35)                          

;0)F(M
n

1k
kA 


.0

2
bGbFaN 22  (1.36)                       

Підставимо (1.32) і (1.33) в (1.34) і (1.35) 








.GNfN
;0NfN

21

12
     

Звідси маємо: ;
f1

fGN 22 
   .

f1
1GN 21 

  

Підставимо N1 i N2  в (1.36). 
.0coaG5,0coaFsinN 22   

Розділимо на cos  ;0G5,0FtgN 22   .N/FG5,0tg 22  

Нарешті маємо  .f2/)f1(tg 2 .                (1.37) 
Найменше значення кута нахилу , при якому ще можлива рівновага, 

знаходиться з виразу (1.37). 
 Приклад 5. Вісь котка 1, сила 

тяжіння якого 200 Н, і брусок 2,  
сила тяжіння якого 100 Н, зв’язані 
невагомим тросом і утримуються 
на похилій площині в рівновазі 
вантажем 3. Знайти масу вантажу, 
при якій коток і брусок будуть 
нерухомі, якщо коефіцієнти тертя: 
ковзання бруска 0,2, кочення котка 
0,06 см (рис. 1.49). Вихідні дані: 
=300, G1=200 Н, G2=100 Н, f=0,2, 
k=0,06 см, r=0,06 м. 
 Для системи можливі два 
переміщення: коток і брусок рухаються по похилій площині або вгору, або 
вниз. 

Рис. 1.48. До прикладу 4 

 
Рис. 1.49. До прикладу 5 
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Розглянемо перший варіант. Розглянемо рівновагу бруска 2. На нього 
діють сили ,G,G,g,m 213  реакція троса 12T ,  нормальна реакція 2N  і сила 

тертя ковзання 2F  похилої площини. 
Запишемо рівняння рівноваги бруска 2.  

;0F
n

1k
kX



  ;0FsinGTgm 22123                     (1.38)  

;0F
n

1k
kY




 .0cosGN 22                  (1.39)         

.NfF 22                                              (1.40) 
З цих рівнянь знаходимо    )cosf(sinGgmT 2312  .          (1.41) 
Розглянемо рівновагу котка 1. На нього діють сили 1G , реакція троса 

1221 TT  . Коток котитися по шорсткій площині. Реакція цієї площини:  
1N – нормальна реакція, 1F – сила тертя ковзання, Mк–момент тертя кочення. 

Запишемо рівняння рівноваги котка 1. 

;0F
n

1k
k Y



 ;0cosGN 11  ,                                                  (1.42) 

;0)F(M
n

1k
kA 


 .0rTrsinGM 211K                                    (1.43) 

   .NkM 1K                                                       (1.44) 
З цих рівнянь знаходимо  

.G)sincos
r
k(sinG

r
MT 11

K
21                                            (1.45) 

Прирівняємо  вирази (1.41) і (1.45) 

).cosf(sinGgmG)sincos
r
k( 231   

Звідки    



  g/)cosf(sinG)sincos

r
k(Gm 213  

                          .H17281,9/)
2
32,05,0(100)5,0

2
3

06,0
06,0(200 








  

Якщо m3 буде більше 172 H, то система буде рухатись вверх по 
похилій площині. Якщо зменшувати масу m3, то при певній граничній масі 
m3 система почне рухатись вниз.  

Ми даємо можливість цей варіант читачеві розглянути самостійно.  
В цьому випадку маса m3 = 129 H.  129  < m3  < 171 H. 
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Приклад 6. Тертя кочення.  Визначити значення кута   (рис. 1.50), при 
якому циліндр вагою Р і раді-
усом R = 5 см знаходиться на 
похилій шорсткій площині у 
граничній рівновазі при 
коченні, якщо f0 = 0,1. а  
 = 0,05 см. 

Розв’язання. Складемо 
рівняння рівноваги циліндра: 

































n

k

коч
тeрkA

n

k
ky

n

k
трkx

MPRFM

PNF

FPF

1
2

1
1

1
2

,0)(

;0

;0

         

де N – нормальна складова реакції площини; коч
тeрM  – момент тертя кочення 

циліндрра; .sinPP;cosPP 21   При рівновазі циліндра буде 

виконуватись умова ван
тeр

коч
тeр MM   = N. З другого рівняння системи 

отримаємо .cosPPN 1   Тоді третє рівняння в умовах граничної 
рівноваги набуде вигляду .0cosPsinPR   

 Звідкиля ,01,0
5
05,0

R
tg 


  отже .53001,0arctg 0   

З першого рівняння маємо .sinPPF 2òð    
Для зображеної на рис. 1.50 механічної схеми максимальна величина 

сили тертя спокою   
   cos00max

PfNfF сп
тeр   .sinP10sinPtg/f0   

Отже, враховуючи, що сила тертя в умові граничної рівноваги циліндра при 
коченні (коли  = 035) задовольняє нерівності  

max
сп

тeртeр FF  , по площині 
циліндр ковзати не буде. 

1.6. Рівновага довільної системи сил у просторі  
       Equilibrium of an arbitrary system of forces in space 
Завдання 8. Розрахунок опорних реакцій просторової 
конструкції 
Task 8. Calculation of reference reactions of a spatial design 
До невагомої жорсткої плити АВСD (рис. 1.51-1.54) прикладені сили  

F1 і F2  і пара сил з моменом М, що діє в площині плити. Опорами плити є: в 
т. А – просторовий шарнір, в т. В – циліндричній шарнір і  т. С – стрижень 

 
Рис. 1.50. До прикладу 6 
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ОС. Належність сил F1 і F2  до площини вказується на рис. 1.51-1.54 за 
варіантами, а їх напрямок і напрмок стрижня ОС визначається кутами , , 
. Геометричні розміри плити і положення точок прикладання сил 
вказується розмірами a, b, c, d. 

Дані для розрахунків приводяться в табл. 1.8, де сили задани в Н, 
момент пари сил в Нм, кути в градусах, а розміри в сантиметрах. 

Знайти модулі реакцій опор в точках А, В, С при рівновазі плити. 
Таблиця 1.8. Дані для розрахунків опорних реакцій  

Варіант F1 F2 М  a b c d     
1 15 5 22 6 4 2 3 30 30 45 
2 6 8 18 8 5 3 2 60 15 20 
3 12 14 14 10 3 1 4 75 53 60 
4 8 3 10 12 5 3 3 45 60 30 
5 7 8 15 9 8 4 2 30 20 75 
6 11 10 19 14 6 2 3 60 45 13 
7 4 12 10 10 8 4 3 15 75 30 
8 10 7 14 16 7 5 2 30 60 30 
9 8 5 16 11 5 3 3 30 45 20 

10 9 6 17 15 8 4 2 20 45  
Приклад виконання завданя. Невагома плита ABCD, що зображена 

на рис. 1.55, а, знаходиться в рівновазі під дією сили F1 = 20 Н  і  пари  сил  з  
моментом  М = 30 Нм , що діє в площині плити. Сила F 1 лежить в площині,  
паралельній до площини  yAz, і діє під кутом   до осі y. Розміри плити і 
положення точки прикладання  сили  F1 визначаються  величинами : a = 6 м , 
b = 8 м i c = 2 м .  

Плита утримується опорами: в т. А–сферичним шарніром, в т. В–
циліндричним шарніром і в т. С–стрижнем ОС, що лежить  в  площині.   
паралельній   до  координатної  площини xAz, і складає з вертикаллю кут   
β = 60. Знайти реакції опор в точках А, В і С. 

Розв’язання. Показуємо сили і реакції, що діють на плиту (рис. 1.55, б).  
В  опорі  А  реакцію  RA  розкладаємо  на  складові  XA, YA, ZA,  в опорі B 
реакцію RB  розкладаємо  на X B i YB, а в  точці  С  реакція RC спрямована по 
стрижню О. 

Pівняння рівноваги для просторової довільної системи сил: 
 Σ X i = 0; ΣMх(F) = 0; ΣY i = 0; ΣMу(F)  =  0; ΣZ i =  0; ΣMz(F)  =  0. 

У відповідності з рис. 1.55 ці рівняння мають вигляд; 
  Σ X i = XA + XB + RC sin β  = 0;                         (1.46)  
   Yi = YA  – F1 cos  = 0;                          (1.47) 

 Zi = ZA + ZB + F1 sinϕ + RC cos = 0;                                               (1.48) 
 Mxi = F1 sin c  + ZB a  + RC cosa  = 0;   (1.49) 
 Myi = F1 sinϕ b  +  RC cosb  = 0;   (1.50) 
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F1 – в площ. хАу, F2 – в площ. хАz  F1 – в площ. хBy, F2 – в площ. yBz 

 
F1 – в площ. хАz, F2 – в площ. yАz F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. хАz 

 
F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. хАy F1 – в площ. хАу, F2 – в площ. zАy 

 
F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. xАz F1 – в площ. хАz, F2 – в площ. yАz 

Рис. 1.51 
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F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. хАz  F1 – в площ. хAz, F2 – в площ. yAz 

 
F1 – в площ. yАz, F2 – в площ. xАz F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. xАz 

 
F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. хАz F1 – в площ. хАz, F2 – в площ. yАz 

 
F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. xАz F1 – в площ. хАz, F2 – в площ. yАz 

 
F1 – в площ. xАz, F2 – в площ. yАz F1 – в площ. хАz, F2 – в площ. yАz 

Рис. 1.52 
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F1 – в площ. xАz, F2 – в площ. yАz  F1 – в площ. yAz, F2 – в площ. yAz 

 
F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. хАz  F1 – в площ. xAy, F2 – в площ. xAz 

 
F1 – в площ. xАz, F2 – в площ. хАz  F1 – в площ. хAz, F2 – в площ. yAz 

 
F1 – в площ. уАz, F2 – в площ. yАz  F1 – в площ. хAz, F2 – в площ. yAz 

Рис. 1.53 
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F1 – в площ. xАz, F2 – в площ. yАz F1 – в площ. xАz, F2 – в площ. yАz 

 
F1 – в площ. yАz, F2 – в площ. xАz F1 – в площ. yАz, F2 – в площ. xАz 

 
F1 – в площ. yАz, F2 – в площ. xАz F1 – в площ. xАz, F2 – в площ. yАz 

Рис. 1.54 

  
а) б) 

Рис. 1.55. До прикладу виконання завдання 
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 Mzi = M  –  XB a  + F1 cos b  –  RC sin  a  = 0.  ( 1.51) 
Одержані рівняння розвязуємо в такій послідовності: (1.47), (1.50), 

(1.51), (1.46), (1.49), (1.48). 
YA = F1 cos; (1.52) 
RC  = – (F1 sinb ) / (bcos);  (1.53) 
XB  = (M  +  F1 cosb – RC sina ) / a;  (1.54) 
XA  =  – XB  -– RC sin β;   (1.55) 
ZB  = – ( F1 sin c + RC cosa ) / a;   (1.56) 
ZA  = – ZB – F1 sin   – RC cos .   (1.57) 

Модулі реакцій RA i RB знайдемо за формулами 

;ZYXR 2
A

2
A

2
AA   .ZYXR 2

B
2
B

2
BB             (1.58) 

Завдання 9. Знаходження головного вектора та головного моменту 
системи сил 
Task 9. Finding the main vector and the main moment of the force 
system 
Мета роботи: 
1. Сформувати компетентності для визначення силових характеристик 

просторових систем сил, що дає можливість проектування суднових 
механізмів.  

2. Сформувати компетентності самостійної роботи і творчого 
мислення.  

Сили F1, F2, F3, F4, прикладені у вершинах паралелепіпеда з ребрами a, 
b, c (рис. 1.56). Розміри паралелепіпеда (м), величини сил (Н) і точки їх 
прикладання та напрями вказані в табл. 1.9. Знайти головний вектор і 
головний момент цієї системи сил (компоненти цих векторів, їхні модулі та 
напрямні косинуси). Зобразити головний вектор та головний момент у 
декартовій системі координат. Масштаб скорочення осі Ox відносно осей Oy 
та Oz прийняти як 1:2.  

Методика розв’язання задачі. 
1.Креслимо паралелепіпед та 

вказуємо сили, які на нього діють 
(точки  прикладання сил та їхні 
напрями). 

2. Якщо сила непаралельна до 
будь-якої осі, то проектуємо її на 
декартові осі. Тригонометричні функції 
кутів, які сила складає з осями коорди-
нат, визначаємо з геометричних 
міркувань. 

 
Рис. 1.56. До прикладу  
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3. Знаходимо алгебраїчні суми проекцій сил (Rx, Ry та Rz) на декартові 
oсі, модуль головного вектора сил та напрямні косинуси. 

4. Знаходимо проекції головного моменту сил на декартові oсі (MOx, 
MOy, MOz), його модуль та напрямні косинуси. 

5. У зручних масштабах креслимо головний вектор та головний момент 
системи сил.  

Таблиця 1.9. Вихідні дані для розв’язання завдання 9 

В
ар

іа
нт

 

a b c 
F1 F2 F3 F4 

мо
ду

ль
 

на
пр

ям
 

мо
ду

ль
 

на
пр

ям
 

мо
ду

ль
 

на
пр

ям
 

мо
ду

ль
 

на
пр

ям
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 4 6 3 95 EA 35 BO 35 LO 115 SA 
2 2 6 5 80 BE 45 ED 85 KO 120 SB 
3 3 5 5 75 AS 120 LE 25 EA 35 KL 
4 5 4 4 155 LA 105 OE 50 OB 160 KO 
5 3 2 5 65 AE 25 DE 60 SK 65 SB 
6 6 3 2 85 KB 110 AL 50 LD 70 OE 
7 5 4 4 115 OB 35 BS 145 SL 105 BE 
8 6 4 4 85 BS 75 SD 115 LA 140 AD 
9 6 3 5 85 LO 140 LD 55 EA 75 AB 
10 4 2 4 75 KE 120 BA 50 AE 150 EL 
11 4 6 4 100 KD 60 BO 20 AD 110 LD 
12 3 5 5 160 SL 80 DL 95 AD 120 EO 
13 5 3 2 25 DK 115 BS 90 BO 25 EL 
14 3 2 3 135 LS 80 LE 150 OB 155 SB 
15 2 6 2 110 SA 130 LD 75 OB 55 BA 
16 3 2 6 85 DB 125 KS 25 OE 90 AB 
17 3 4 2 25 AS 60 DL 25 DS 60 KS 
18 5 3 3 50 BD 105 AE 90 SK 80 LK 
19 4 6 4 120 SO 90 AB 130 LD 115 KO 
20 4 4 2 95 KB 65 DL 85 OE 45 EA 
21 5 6 6 155 BK 100 KL 105 LE 95 KS 
22 3 3 4 60 EB 15 LD 20 BS 35 SK 
23 5 5 3 110 BE 35 SB 130 SD 125 EA 
24 4 2 4 155 KE 55 LD 110 DA 140 SB 
25 3 4 6 30 EK 70 BS 110 AE 45 EL 
26 5 3 4 90 ED 100 KL 105 BO 30 AD 
27 4 3 2 40 AL 85 AB 20 OK 165 LK 
28 6 4 5 95 DE 140 BS 25 SD 50 AD 
29 4 6 3 15 LA 85 KO 90 SK 120 BO 
30 5 4 2 160 OB 100 OE 50 LA 160 KO 

 



 68

Приклад. Знайти головний век-
тор R


 та головний момент OM


 сис-

теми сил, зображеної  на рис. 1.57, 
якщо сили F1 = 25 Н, F2 = 20 Н, F3 = 30 
Н, F4 = 15 Н, прикладені у вершинах 
прямого паралелепіпеда з ребрами  
a = 6 м, b = 5 м, c = 3 м. Вектори R


 та 

OM


 зобразити у декартових координа-
тах у зручних масштабах. 
Розв’язання. Головний вектор та 
головний момент системи сил 
визначаються як: 





n

1i
iFR


;  (2.64) 



n

1i
i0

n

1i
ii0 )F(MFrM


.                 (1.59) 

1. Для головного вектора в нашому випадку отримуємо  
4321 FFFFR


 . 
Щоб знайти R


, визначимо алгебраїчні компоненти головного вектора, 

проектуючи вектори сил 321 F,F,F  та 4F  на осі Ox, Oy та Oz. Тоді  отримуємо: 

3x FR  ;  cosFFFFR 42y42y ; .sinFFFFR 41z41z   

Тут  – кут між силою 4F


 та ребром AD. Тригонометричні функції цього 
кута знаходимо з прямокутного трикутника EAD , який є подібним до 
трикутника сил зі сторонами  F4y, F4z та F4: 

 22 bccEDAEsin  ; .bcbEDADcos 22   
Таким чином, необхідні компоненти сили 4F  визначаються як: 

 )bc/b(FcosFF 22
44y4   = 15·5/ 22 53   = 12,86 Н; 

 )bc/c(FsinFF 22
44z4   = 15·3/ 22 53   = 7,72 Н. 

Підставляючи дані задачі в (2.64) – (2.65), отримаємо: 
 Rx = – 30 Н; Ry = 20 – 12,86 = 7,14 Н; Rz  = – 25 – 7,72 = – 32,72 Н. 

Це дозволяє знайти модуль головного вектора системи сил 
 2

z
2
y

2
x RRRR   = 222 723214730 ,,   = 44,96 Н. 

Напрямні косинуси головного вектора сили знайдемо за формулами: 
RR)R,icos( x


 = – 30/44,96 = – 0,667; RR)R,jcos( y


 = 7,14/44,96 = 0,159, 

 RR)R,kcos( z


 = – 32,72/44,96 = – 0,728. 
2. Визначимо головний момент системи сил, обчислюючи моменти сил 

відносно осей. Нагадаємо, що момент сили відносно осі дорівнює нулю, 

 
Рис. 1.57. До прикладу  
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якщо лінія дії сили перетинає вісь або паралельна її. В нашому прикладі 
)F(M 1Ox


 = 0; )F(M 4Ox


 = 0; )F(M 2Oz


 = 0,  бо ці сили перетинають відповідні осі; та 

)F(M 3Ox


 = 0; )F(M 1Oz


 = 0; )F(M 2Oy


 = 0 оскільки ці сили паралельні вказаним 

осям. 
Запишемо вирази для компонентів вектора головного моменту, беручі 

до уваги точки прикладання та напрями сил (рис. 1.57). Нагадаємо, що 
алгебраїчне значення моменту сили додатне, коли сила може викликати 
обертання проти руху стрілки годинника (дивлячись з додатного напряму 
відповідної осі), а якщо за рухом стрілки годинника – то від’ємне. 
Обчислення дають: 
 cFM 2Ox   = – 20·3 = – 60 Н·м; 
 aFcFaFM z431Oy   25·6 – 30·3 + 7,72·6 = 106,32 Н·м; 
 aFbFM y43Oz   = 30·5 – 12,86·6 = 72,84 Н·м. 

Модуль головного моменту знайдемо за теоремою Піфагора  
  2

Oz
2
Oy

2
OxO MMMM   = 222 84723210660 ,,   = 142,16 Н·м. 

Напрямні косинуси цього вектора знайдемо за формулами: 
 OOxO MM)M,icos( 


 = – 60/142,16 = – 0,422; 

 OOyO MM)M,jcos( 


 = 106,32/142,16 = 0,748. 

Знайдені вектори R  і OM


 та їхні компоненти зображені на рис. 1.58 
(масштаб скорочення по осі Ox відносно осей Oy та Oz – 1:2). 

 
 
 

Відповідь: R


 = – 30 i
  + 7,14 j

  – 32,72 k


 Н, R


 = 44,96 Н; 

)R,icos(


 – 0,667, )R,jcos(


0,159, )R,kcos(


– 0,728; 

OM


 = – 60 i
  + 106,32 j

  + 72,84 k


 Н·м, OM


 = 142,16 Н·м;  

 
а) б) 

Рис. 1.58. Вектори R


 і OM


 та їхні компоненти 
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OOzO MM)M,kcos( 


 = 72,84/142,16 = 0,512; 
)M,icos( O


 – 0,422, )M,jcos( O


0,748, )M,kcos( O


0,512. 

1.7. Способи знаходження координат центра ваги тіл 
       Methods of finding the coordinates of the center of gravity of bodies 
1.7.1. Спосіб симетрії (Method of symmetry)  
Якщо тіло можна розбити на скінченне число таких часток, для яких 

положення центрів ваги відомі, то координати центра ваги тіла можна 
обчислити за формулами (9.10), 
(9.12), (9.14), (9.17) [10]. 
Розглянемо декілька прикладів.  
а) прямолінійний стрижень 
Центр симетрії такого стрижня є 
точка у середині стрижня. Отже, 
центр ваги прямолінійного стриж-
ня, точка С, знаходиться у середині стрижня (рис. 1.59);  
б) прямокутник. Центром симетрії прямокутника 
є точка перетину його діагоналей. Тоді центр ваги 
прямокутника, точка С, також знаходиться у точці 
перетину діагоналей (рис. 1.60). Як відомо,  
діагоналі в точці перетину діляться навпіл;  
в) коло. Центром симетрії, а значить і центром 
ваги кола є його центр (рис. 1.61).    
1.7.2. Спосіб розбиття. The method of partitioning 

Приклад 1. Визначити кординати центра ваги 
площі (рис. 1.62). 

Розв’язання. 
Розіб’ємо площу 
на два прямокут-
ники, центри ваги 
яких С1 і С2 знаходяться в точках 
перетину діагоналей. Виберемо систему 
координат Оху. Дані про кординати 
центрів ваги прямокутників і їх площі 
запишемо в табл. 1.10. 

Координати центра ваги площі 
знайдемо за формулами: 
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Рис. 1.59 

 
  Рис. 1.60 

 
Рис. 1.61 

 
Рис. 1.62 
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Таблиця 1.10. Кординати центрів ваги 
                    прямокутників 

Значення координат точки С (2а; 2а) 
свідчать, що вона лежить на бісектрисі 
кута, проведеної з центра координат, 
яка є лінією симетрії площі. 

1.7.3. Спосіб доповнення (або від’ємних площин) 
           Method of addition (or negative planes) 
Якщо тіло має порожнину (виріз), то цю порожнину (виріз) можна 

розглядати як тіло з від’ємною вагою (площею) і для розрахунків використо-
вувати спосіб розбиття. 

Приклад 2. Розглянемо задачу прикладу 1.  
Розв’язання. Уявимо пло-

щу як квадрат (1) зі сторонами 
5a x 5a, з якого вирізали квадрат 
(2) зі сторонами 2a x 2a (рис. 
1.63). Площу останнього квад-
рата будемо вважати від’ємною. 
Дані про координати центрів 
ваги квадратів і їх площі 
запишемо в табл. 1.11. 

Таблиця 1.11. Координати 
центра ваги площі 

k xk yk Sk 

1 2,5a 2,5a 25a2 

2 4a 4a -4a2 

 
 

Координати центра ваги площі знайдемо за формулами (9.14): 
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k xk yk Sk 

1 1,5a 4a 6a2 

2 2,5a 1,5a 15a2 

 
Рис. 1.63 
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1.8. Центри ваги простіших фігур  
                Centers of gravity of simpler figures 

Приклад 1. Визначити мінімальну ширину а бетонної греблі довжиною 
l = 1 м прямокутного перерізу за умови стійкості при перекиданні, якщо 
висота греблі і глибина води h = 3 м, питома вага води в = 10 кН/м3, питома 
вага матеріалу греблі г = 22 кН/м3 (рис. 1.64). 
Розв’язання. Розглянемо бетонний 
паралелепіпед зі сторонами  h, a і b. 
На нього діє зовнішня активна сила 
тиску води, рівнодійна якої за 
модулем дорівнює  

lhhhhqQ вв  2
max 2

11
2
1

2
1   

і прикладена на відстані h/3 від 
підва-лини греблі, а також сила ваги 

bahP ã  , яка прикладена у 
центрі ваги С греблі. 

.901310
2
1

2
1 22 кНlhQ в  

.1310  аlahP г  
Можливим перекиданням греблі буде її обертання навколо ребра О, 
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3
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Зауваження. При розгляді задач на перекидання тіла вводять поняття 
коефіцієнта стійкості. Коефіцієнтом стійкості при перекиданні тіла 
називається відношення суми моментів сил, що намагаються утримати тіло 
від перекидання, до суми моментів сил, що намагаються перекинути тіло. 
Постановка задачі в прикладі 1 передбачала її розв’язання у припущенні, що 
коефіцієнт стійкості дорівнює 1. 

Приклад 2. Визначити розміри відомої іграшки „Іван-покиван”  
(h, R,  рис. 1.65, а), яка складається з півкулі і конуса, щоб вона була стійкою 
при перекиданні. Конус і півкуля виконані з одного і того самого матеріалу. 

Розв’язання. Зазначимо, що точка опори О такої конструкції лежить на 
вертикальному радіусі АО. Внаслідок симетрії конструкції центр її ваги 
(точка С) лежить на відрізку BD. Очевидно, якщо точка С лежатиме нижче 
точки А, то конструкція під дією сили ваги Ð буде завжди повертатись із 
нахиленого положення до вертикального, тобто буде стійкою при 
перекиданні. 

 
Рис. 1.64. До прикладу 1 
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Відлік координати у будемо вести від точки D. Для визначення 
координати центра ваги об’єму використаємо спосіб розбиття. Конусу 

надамо індекс 1, півкулі – 2. Тоді згідно з формулою .
VV
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Для того, щоб точка С лежала нижче точки А, повинна виконуватись 
умова: .RyC   

Тоді з урахуванням виразу для yc: 

      R
R8h4

R5hRh4 22





 або .R8hR4R5hhR4 222   

  
а) б) 

Рис. 1.65. До прикладу 2 
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Звідси отримаємо умову 22 R3h   або .R73,1h                     (1.60) 
При виконанні геометричної умови (1.60) розглядуване тіло буде 

стійким при перекиданнi. 
Завдання 10. Визначення центра ваги пласких однорідних тіл 
Task 10. Determining the center of gravity of flat homogeneous bodies 

Мета роботи: 1. Сформувати компетентності для визначення центра 
ваги плоских однородних тіл, що дає можливість проектування механізмів. 

2.Сформувати компетентності самостійної роботи і творчого мислення. 
Знайти координати центра ваги плоскої фігури відносно заданих осей 

координат. Задані розміри перерізу плоскої фігури вибрати за варіантом у 
відповідності до табл. 1.12. Схеми завдань за варіантом показані на рис. 
1.66-1.68.  

Приклад розв’язання задачи знаходження центра ваги наданого плоского 
перерізу. Визначити центр ваги наданого плоского перерізу, зображеного на 
рис. 1.69, відносно заданих осей координат. Розміри перерізу надані в 
міліметрах. 
Таблиця .12. Вихідні дані завдання 10         Скористуємося методом групу- 

вання та розділимо наданий 
плос-кий переріз на прості 
плоскі фігу-ри, центр ваги 
яких нам відомий: 1) 
прямокутник з розмірами  
50х26 мм; 2)коло радіуса  
R=13 мм; 3)прямокутник з 
розмі-рами 70х15 мм; 
4)трикутник з розмірами 21 x 
15 мм; 
5)трикутник з розмірами  
21 х 15 мм. 
Позначимо центри ваги 
кожної простої фігури на рис. 
2.81. Центр ваги 
прямокутника 1, точка С1. 
Знайдемо її координати за 
формулами:  
XС1= а/2 =50/2 = 25 мм;   
YС1 = b/2 = 26/ 2 = 13 мм. 

Визначимо координати точки С1 відносно заданих осей координат ОX 
та ОY. 
Х1 = 0 (точка С1 належить осі ОY), Y1 = 13 мм, таким чином С1(0;13). 

 

 Варіант 
Розмір 

перерізу 
 а, мм 

Варіант 
Розмір  

перерізу 
а, мм 

1 15 16 12 
2 10 17 14 
3 15 18 18 
4 20 19 21 
5 15 20 19 
6 10 21 15 
7 12 22 13 
8 10 23 16 
9 18 24 21 
10 20 25 24 
11 12 26 15 
12 14 27 10 
13 18 28 12 
14 20 29 18 
15 21 30 21 
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Рис. 1.66. Схеми завдань (варіанти 1-10) 
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Рис. 1.67. Схеми завдань (варіанти 11-20) 
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Рис. 1.68. Схеми завдань (варіанти 21-30) 
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Центр ваги кола 2, точка С2 знаходиться в центрі кола. Знайдемо її 
координати точки Х2 = 0; Y2 = R = 13 мм. Таким чином С2(0;13), тобто 
координати точок С1 та С2 однакові, значить точки співпадають. Центр ваги 
прямокутника точка С3 .  Знайдемо її кординати за формулами:  

XС3 = 70/2 = 35 мм;  YС3 = 15/2 = 7,5 мм. 
Визначимо координати точки С3 відносно заданих осей координат Оx та Оy. 
Х3 = 0 (точка С3 належить осі ОY), а Y3 = –7,5, таким чином  С3 (0;–7,5). 

Центр ваги трикутника 4 точка С4. Знайдемо її координати за форму-
лами: Хс4=1/3 a = 21/3 = 7 мм, Yс4=1/3b = 15/3 = 5 мм. 

Визначимо координати точки С4 відносно заданих осей координат ОX 
та ОУ. Х4 =–35–7 = –42 мм, Y4 = –5, тоді С4 (–42; –5). 

Центр ваги трикутника 5 точка С5. Знайдемо координати:    
X = 21/3 = 7 мм, Y = 15/3 = 5 мм. 
Визначимо ці координати відносно заданих осей координат Ох та Оу  

Х5 = 35 + 7 = 42 мм, Y5 = –5 мм, С5 (42; –5). 
3. За допомогою відомих формул обчислимо площі наданих п’яти 

фігур:1)площа прямокутника 1 А1 = аb = 50 x 26 = 1300 мм2; 
2) площа кола 2 від’ємна, тому що коло є порожниною (метод 

від’ємних мас). А2 = πR2 = 3.14 х 132 = –530,7 мм2; 
3) площа прямокутника 3 А3 = 70 х 15 = 1050 мм2; 
4) площа трикутників 4 та 5 буде однакова: 
А4 = А5 = а b/2 = 2115/ 2 = 157,5 мм2. 
Для плоских перерізів координати центра ваги знаходять за допомогою 

формул: 

54321

5544332211

54321

5544332211 ;
AAAAA

yAyAyAyAyAy
ААААА

хАхАхАхАхАx cс 



  

Підставимо обчислені значення величин, отримуємо: 

0
5,1575,15710507,5301300

425,157)42(5,157010500)7,530(01300x c 



  мм; 

25,0
5,1575,15710507,5301300

)5(5,157)5(5,157)5,7(105013)7,530(131300yc 



  мм. 

Відповідь: С (0; 0,25). 
Завдання 11. Визначення центра ваги просторових однорідних тіл  
Task 11. Determination of the center of gravity of spatial homogeneous 
bodies 
Мета роботи:1. Сформувати компетентності для визначення центра 

ваги просторових тіл, що дає можливість проектування різних механізмів. 
 2. Сформувати компетентності самостійної роботи і творчого  
мислення. 
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Знайти координати центра 
ваги просторової фігури, яка 
складається з однорідних 
пластин (рис. 1.70-1.75), взяв-
ши необхідні розміри (у санти-
метрах) з табл. 1.13.  

Накреслити фігуру у 
зручному масштабі відповідно 
до вказаних розмірів та 
позначити її центр ваги після 
виконаних розрахунків. 

Методика розв’язання 
задачі 
1.Розбиваємо фігуру на прості 
елементи. Ця процедура неод-
нозначна, але раціональний 
поділ на прості фігури дозволяє 
спростити розрахунки. 
2. За заданими розмірами 
обчислюємо площу та коорди-
нати центра ваги кожного 
окремого елемента.  

3. Знаходимо координати 
центра ваги фігури, беручи до 
уваги що площі вирізаних 

елементів треба брати зі знаком мінус. 
Приклад. Знайти координати центра ваги просторового тіла, яке 

виготовлено з однорідних пластин (рис. 1.76). Криволінійна ділянка є 
половиною кола. 

Розв’язання. Тіло, для якого потрібно визначити центр ваги, 
складається з однорідних пластин. Тому для координат центра ваги тіла 
маємо: 
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         (1.61) 

Розіб’ємо тіло на наступні елементи, площі та координати центра ваги 
кожного з яких легко знайти:  
1. Прямокутник зі сторонами 90 та 70. 
2. Прямокутний трикутник з катетами 60 та 40 (виріз). 
3. Прямокутник зі сторонами 90 та 40. 
4. Половина круга радіусом 30 см. 

 
а) ескіз плоского перерізу 

 
б) координати центру ваги 

Рис. 1.69. До прикладу 
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Рис. 1.70 Рис. 1.71 

  
Рис. 1.72 Рис. 1.73 

  
Рис. 1.74 Рис. 1.75 
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Таблиця 1.13. Вихідні дані для задачі 11 

5. Прямокутний трикутник з катетами 30 та 40 (виріз). 
Послідовно обчислимо площі та координати центра ваги кожної фігури:  
S1 = 90·70 = 6300 см2, x1= (0 +90)/2 = =45 см, y1 = 0, z1 = (0 +70)/2 = 35 см; 
S2 = 60·40/2 = 1200 см2, x2 = (90 + 90 +30)/3 =70 см, y = 0; 
z2 = (0+0+40)/3 = 13,3 см; 
S3 = 90·40 = 3600 см2, x3 = 0 см,  
y3 = (0 + 90)/2 = 45 см, z3 =(0 + 40)/2=  20 см; 

№  Рис. a, см b, см c, см d, см e, см f, см g, см 
1 1 60 45 75 - 30 30 60 
2 2 60 60 45 30 40 15 30 
3 3 45 60 45 30 30 20 - 
4 4 30 45 60 - 30 15 30 
5 5 30 60 45 - 40 15 - 
6 6 45 30 60 30 - 30 - 
7 2 90 60 60 40 40 20 50 
8 3 90 45 90 60 30 20 - 
9 4 60 60 80 - 40 40 60 
10 5 45 60 40 - 40 20 - 
11 6 80 60 60 40 - 40 - 
12 1 60 45 50 - 30 30 40 
13 3 50 80 90 20 50 45 - 
14 4 45 60 60 - 30 20 40 
15 5 90 60 90 - 20 30 - 
16 6 60 90 60 30 - 40 - 
17 1 45 60 60 - 40 20 40 
18 2 45 60 90 30 30 30 60 
19 4 80 40 70 - 10 30 60 
20 5 70 80 90 - 40 60 - 
21 6 75 90 90 60 - 40 - 
22 1 90 75 75 - 30 45 60 
23 2 60 40 60 40 10 10 40 
24 3 80 60 80 50 45 30 - 
25 5 90 60 90 - 20 30 - 
26 6 90 70 80 45 - 50 - 
27 1 60 90 60 - 60 30 50 
28 2 60 60 90 30 30 30 60 
29 3 90 60 90 50 45 60 - 
30 4 45 90 60 - 60 20 40 
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S4 = R2/2 = 3,14·900/2 = 1413 см2; 
x4 = 0 см, y4 = 30 см; 
z4= 40 + 4R/3 = 40 + 430/(33,14) = 
52,7 см; 
S5 = 30·40/2 = 600 см2, x5 = 0 см, y5 = 
(60 + 90 + 90)/3 = 80 см, 
z5 = (0+0+40)/3 = 13,3 см. 

Отримані значення та відповідні 
добутки, які входять до формул 
(1.61), внесемо до табл. 1.14.  

Звернемо увагу на те, що площа 
вирізу (для трикутників 2 та 4)  та 
добуток площі на координату 
увійшли в розрахунки зі знаком «–».  

Таблиця 1.14. Значення показників 

Визначаємо координати центра ваги фігури за наведеними формулами:  
xC = 199500/9510 = 21 см, yC = 15390/9510 = 16,4 см, zC = 342945/9510 = 36,1 см. 
Відповідь: xC  = 21 см, yC  = 16,4 см, zC  = 36,1 см. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.76. 

і Si, см2 xi, см yi, см zi, см Si xi, см3 Si yi, см3 Si zi, см3 
1 6300 45 0 35,0 283500 0 220500 
2 – 1200 70 0 13,3 – 84000 0 – 16000 
3 3600 0 45 20,0 0 162000 72000 
4 1413 0 30 52,7 0 42390 74465 
5 – 600 0 80 13,3 0 – 48000 – 7980 
  9513    199500 156390 342945 
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ЗАПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 
    QUESTIONS FOR SELF-CONTROL 

1. Що є предметом статики? 

2. Дайте фізичне і геометричне визначення поняття сили, вкажіть її 

розмірність. 

3. Яке тіло називається абсолютно твердим? 

4. Які системи сил називаються статично еквівалентними? Визначте 

формулою системи сил, еквівалентні нулю, а також одній силі. Як 

називається стан тіла, що знаходиться під дією системи сил першого 

типу? Як називається сила, до якої приводиться система другого типу? 

5. Сформулюйте і проаналізуйте аксіоми статики. 

6. Чи зміниться стан тіла, якщо точку прикладання сили перенести уздовж 

лінії її дії? 

7. Що таке двійка сил ? Чому вона еквівалентна ? 

8. Дайте визначення в’язі. 

9. Яке тіло називається вільним ? 

10. Наведіть приклади технічної реалізації в’язів. Що таке реакція в’язі? 

Покажіть реакції типових в’язів: абсолютно гладка поверхня, нитка, 

ідеальний стержень, циліндричний шарнір, сферичний шарнір, нерухома 

опора з циліндричним шарніром, рухома опора з циліндричним 

шарніром, жорстке защемлення.  

11. У чому полягає «Принцип визволення від в’язів»? Наведіть приклад. 

12. Дайте визначення системи сил, що сходиться у просторі і на площині. 

Що таке точка сходу системи сил?  

13. Чому еквівалентна система сил, що сходяться ? Покажіть це на прикладі 

трьох сил. 

14. Проаналізуйте на прикладі теорему про три сили (приклад задається 

викладачем).  



 84

15. Дайте визначення проекції сили на вісь і площину. Визначите проекції 

сил, що паралельні, перпендикулярні й розташовані під кутом до 

горизонтальної осі Ох.  

16. Як формулюються умови рівноваги системи сил, що сходяться, у 

геометричній і алгебраїчній формах?  

17. Визначте момент сили відносно точки і проаналізуйте його властивості. 

Що таке плече сили? 

18. Як направлений вектор-момент сили відносно даної точки? 

19. Запишіть векторну формулу, яка визначає модуль і напрям вектора 

момента сили відносно даної точки. 

20. Визначите момент сили відносно осі, проаналізуйте його властивості. 

21. Коли момент сили відносно точки дорівнює нулю? 

22. Яка залежність між моментом сили відносно точки і моментом тієї ж 

сили відносно осі, яка проходить через цю точку? 

23.  У яких випадках момент сили відносно осі дорівнює нулю? 

24. При якому напрямі сили її момент відносно даної осі є найбільшим?  

25. Дайте визначення алгебраїчного моменту сили. 

26. Знайдіть рівнодіючу двох паралельних сил , спрямованих в одну 

сторону, і точку її прикладання. 

27. Знайдіть рівнодіючу двох паралельних сил, спрямованих у різні сторони, 

і точку її прикладання. 

28. Знайдіть рівнодіючу системи рівномірно розподілених сил зао довжиною 

для прямокутної епюри їхнього розподілу.  

29. Знайдіть рівнодіючу системи розподілених за довжиною сил для 

трикутної епюри їхнього розподілу при q(0) = 0. 

30. Дайте визначення центра паралельних сил. Запишіть формули для 

визначення координат центра паралельних сил у геометричній формі в 

просторі й в алгебраїчній формі – у площині хОу. 
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31. Дайте визначення центра ваги твердого тіла. Як знайти координати 

центра ваги тіла. 

32. Як визначаються координати ваги однорідної пластини. 

33. Сформулюйте способи визначення координат центра ваги твердого тіла 

(площі, лінії), дайте їхню математичну інтерпретацію. 

34. Що називається статичним моментом площини відносно осі? 

35. Якою формулою визначається положення центра ваги площини сектора 

кола? 

36. Як визначається положення центра ваги складеного тіла. 

37. Дайте визначення парі сил. Чому пара сил не має рівнодіючої? 

38. Які властивості мають пари сил? Сформулюйте теорему про перенесення 

пари сил у паралельну площину. 

39. Чи залежить момент пари сил від її розташування у площини? 

40. Складіть дві пари сил, що лежать у пересічних площинах. 

41. Які пари сил називаються еквівалентними? Коли дві пари будуть 

еквівалентними? 

42. Як формулюються умови рівноваги системи пар сил у геометричній і 

алгебра їчній формах? 

43. Сформулюйте лему про паралельне переносення сили. 

44. Дайте визначення головного вектора системи сил. 

45. Що називається головним моментом системи сил? 

46. Чому дорівнюють головний момент і головним момент відносно даної 
точки довільної системи сил. 

47. Що мають спільного і чим відрізняються головний вектор системи сил і 
рівнодійна? 

48. До яких двох силових факторів можна звести довільну систему сил у 
просторі? 

49. Які можливі випадки зведення просторової системи сил? 
50. Що називається динамою (силовим гвинтом)? 
51. У чому суть необхідних і достатніх умов рівноваги твердого тіла? 
52. Як змінюється головний вектор системи сил при перенесенні центра 

зведення? 
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53. Якою властивістю володіє головний момент системи сил при 
перенесенні центра зведення? 

54. Коли плоска довільна система сил приводиться тільки до пари сил? 
55. Сформулюйте умови зведення плоскої довільної системи сил тільки до 

однієї сили (рівнодіючої). 
56. Як орієнтовані в просторі головний вектор і головний момент  плоскої 

довільної системи сил? Наведіть їх механічну схему. 
57. Чому рівні головний вектор і головний момент плоскої довільної 

системи сил, що за визначенням еквівалентна нулю? 
58. Сформулюйте геометричні й алгебраїчні умови рівноваги твердого тіла. 
59. Скільки рівнянь рівноваги в алгебраїчній формі для довільної 

просторової системи сил? Запишіть їх. 
60. Наведіть плоску довільну систему сил до найпростішого вигляду з 

використанням теореми Пуансо. 
61. Сформулюйте теорему Варіньона для плоскої довільної системи сил. 
62. Сформулюйте першу форму умов рівноваги для плоскої довільної 

системи сил. 
63. Сформулюйте другу форму умов рівноваги плоскої довільної системи 

сил.  
64. Сформулюйте третю форму умов рівноваги довільної системи сил у 

площині.  
65. Дайте механічне поняття сил тертя спокою, ковзання і кочення. 
66. Що таке трибометр? 
67. Сформулюйте і дайте формульне визначення закону Амонтона – Кулона. 

Якими властивостями володіють сили тертя ковзання? 
68. Що таке коефіцієнт тертя спокою і тертя ковзання? Укажіть розмірності 

зазначених коефіцієнтів. 
69. Що таке кут тертя і конус тертя? 
70. Якими властивостями володіє коефіцієнт тертя катання? Укажіть його 

розмірність. 
71. Укажіть цифрові значення для коефіцієнтів тертя спокою і кочення для 

типових кінематичних пар. 
72. Для чого і чому в техніці при конструюванні вузлів машин прагнуть 

перейти від коефіцієнта тертя ковзання до коефіцієнта тертя кочення? 
73. Дайте поняття ферми як технічної конструкції. Наведіть приклади 

статично визначених плоских ферм, 
74. Сформулюйте принцип розрахунку плоскої ферми методом вирізання 

вузлів. 
75. Як розраховують плоскі ферми методом Ріттера? Чим він відрізняється 

від методу вирізання вузлів? 
76. Дайте поняття стійкості твердого тіла при його перекиданні. Наведить  

приклади. 
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