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УДК 636.2.034.082.22 
 
ПОРІВНЯННЯ МОДЕЛЕЙ П. ВУДА ТА ДЖ. НЕЛДЕРА ДЛЯ ОПИСУ 

ЛАКТАЦІЙНОЇ ДИНАМІКИ ГОЛШТИНСЬКИХ КОРІВ 
 

О.Ю. Сметана, кандидат сільськогосподарських наук 
Миколаївський національний аграрний університет, Україна 

 
У статті проаналізовано ефективність використання лактаційних моделей 

П. Вуда і Дж. Нелдера для характеристики динаміки місячних надоїв у 
голштинських корів. Встановлено, що рівняння Дж.Нелдера краще описує початок 
лактаційної кривої. 

Ключові слова: голштинська худоба, лактаційна крива, описове моделювання, 
модель П. Вуда, модель Дж. Нелдера. 

 
Постановка проблеми. Лактаційна динаміка у корів – важливий 

технологічний і селекційний показник. Вона представляє собою 
«біологічний годинник», за яким можна з великою вірогідністю судити 
про фізіологічний стан тварини. Найпростішим і найдоступнішим 
методом оцінки характеру лактаційної діяльності є графічне зображення 
зміни надоїв за лактацію. Але графіки характеризують якісний бік 
лактаційних кривих. Кількісно їх оцінити можна за допомогою індексів 
сталості лактації, яких на сьогодні існує чимало [1]. Разом з тим нині 
найдосконалішим методом оцінки лактаційної діяльності є їх описове 
моделювання з використанням специфічних математичних функцій. 
Позитивною стороною використання останніх є не тільки визначення на їх 
основі стійкості кривої лактації, а і розрахунок інтенсивності 
нарощування місячних надоїв до піку та швидкості їх зменшення після 
нього, встановлення максимально можливого початкового надою, а також 
ряду інших характеристик залежно від моделі, що використовується [2]. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Інтерес до оцінки 
лактаційної динаміки з використанням математичних моделей почав 
проявлятися на початку ХХ сторіччя. Перші функції були запропоновані у 
20-ті роки С. Броді з колегами [3]. У подальшому їх кількість і 
різноманітність почала стрімко рости. Нині їх налічується декілька 
десятків [2]. 

На теренах України інтерес до оцінки лактаційної динаміки корів за 
допомогою математичних моделей набирає обертів [4-7]. Тим не менш з 
усього їх спектру найбільшого розповсюдження набула модель П. Вуда. 
Але нашими попередніми дослідженнями [8] встановлено, що ця функція 
може формувати атипову теоретичну криву (постійно спадаючу) у тих 
випадках, коли пік продуктивності настає відносно рано (в середньому на 
другому місяці лактації). 
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Постановка завдання. З огляду на вище вказане, нами було 
поставлено задачу віднайти альтернативу моделі П. Вуда. Спершу було 
доведено адекватність використання рівняння Гуо-Свольва [9], яке краще 
описує початок лактаційної динаміки, формуючи в усіх випадках типову 
криву. Разом з тим, у закордонній практиці для опису динаміки місячних 
надоїв також добре себе зарекомендувала модель Дж. Нелдера [10, 11], 
яку і проаналізуємо. 

Матеріали і методика. Дослідження було проведено на коровах 
голштинської породи племінного заводу ПрАТ «Агро-Союз» 
Дніпропетровської області. У досліді було використано показники 
щомісячних надоїв 65 племінних тварин за першу, другу і третю лактації.  

Для корекції емпіричних даних нами було використано метод лінійної 
інтерполяції місячних надоїв для груп корів [12]. Характеристика 
динаміки місячних надоїв корів через побудову теоретичних кривих 
лактацій проведена з використанням неповної гамма-функції (НГФ), яка 
запропонована П. Вудом [13]: 

, 
та зворотної поліноміальної функції (ЗПФ) Дж. Нелдера [14]: 

 
де  yt – надій, отриманий протягом одиниці часу t (місяць); 

a, b, c – коефіцієнти моделей. 
Було визначено апроксимацію між фактичними значеннями місячних 

надоїв і теоретичними, що отримані під час моделювання. Ця 
характеристика дає змогу оцінити ступінь подібності досліджуваних рядів 
помісячної продуктивності. Апроксимація оцінюється на основі 
коефіцієнту детермінації (R2): 

 
де yo, ye, ym – фактичний, теоретичний, середній місячний надій 

відповідно. 
На основі коефіцієнтів використаних моделей нами були розраховані 

додаткові характеристики лактаційних кривих, а саме рівень пікової 
продуктивності (ypeak) та час її настання протягом лактації (tpeak) [10]. 

Усі розрахунки виконано за допомогою пакету прикладних програм 
Statistica 7 та MSExcel 2010. 

Результати досліджень. Описове моделювання динаміки місячних 
надоїв з використанням рівнянь П. Вуда і Дж. Нелдера дало змогу виявити 
суттєві відмінності між ними. За першу лактацію (рис. 1) значення 
місячних надоїв, що отримані з використанням неповної гамма-функції, 
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характеризуються поступовим спадом, натомість оригінальні значення за 
другий місяць формують пік продуктивності. При використанні зворотної 
поліноміальної функції отримані теоретичні значення повторюють 
тенденцію розподілу з фактичними місячними надоями. 

    
Рис. 1. Криві динаміки місячних надоїв за першу лактацію, побудовані за 

моделями П.Вуда (ліворуч) та Дж.Нелдера (праворуч) 
Порівнюючи розраховані теоретичні значення з фактичними, 

встановлено, що рівняння Дж. Нелдера дало менші відхилення, ніж 
модель П. Вуда. Це твердження підкріплюється вищим значенням 
коефіцієнту детермінації для теоретичних надоїв, встановлених ЗПФ 
(табл. 1). Разом з тим виявлено спільні вектори відхилень. Зокрема за 1, 4, 
6 і 7-й місяці обидві функції дещо переоцінюють місячні надої, а за 2, 3, 8 
і 9-й – навпаки, недооцінюють. 

Таблиця 1 
Коефіцієнти і параметри моделей П. Вуда і Дж. Нелдера 

Модель Лактація Коефіцієнти моделей ypeak tpeak R2 a b c 

П. Вуда 
Перша 837,5 0,080 0,058 793,7 1,39 98,99 

Друга 1158,4 0,153 0,116 1037,1 1,32 99,58 

Третя 1109,5 0,174 0,122 991,7 1,43 99,76 

Дж. Нелдера 
Перша 0,00019 0,00101 0,00007 987,2 1,64 99,64 

Друга 0,00032 0,00054 0,00013 1848,4 1,58 99,42 

Третя 0,00036 0,00054 0,00014 1862,2 1,63 99,49 

 
За другу лактацію (рис. 2) теоретичні місячні надої, отримані за 

допомогою неповної гамма-функції, також формують поступово спадаючу 
криву. За цю ж лактацію зворотна поліноміальна модель знову більш 
точно відобразила фактичну місячну динаміку, оскільки отриманий 
теоретичний надій за другий місяць перевищує аналогічний показник 
першого, що характерно для фактичних даних. 

http://visnyk.mnau.edu.ua/



    
Рис. 2. Криві динаміки місячних надоїв за другу лактацію, побудовані за 

моделями П. Вуда (ліворуч) та Дж. Нелдера (праворуч) 
Порівняння теоретичних значень лактаційної динаміки, отриманих за 

обома моделями, виявило мало спільних рис. Так, НГФ у перший місяць 
переоцінює надій, а за другий і третій вже недооцінює, що, на нашу 
думку, зумовило переважання теоретичних значень над фактичними для 
більшості інших місяців. ЗПФ, навпаки, за перший місяць недооцінює 
місячні надої, а за другий і третій – переоцінює. Що у подальшому, 
ймовірно, призвело до явного подвійного перетину фактичної кривої 
теоретичною. При цьому спочатку змодельовані значення є меншими за 
фактичні, а потім більшими. Абсолютні значення відхилень виявились 
дещо більшими при використанні моделі Дж. Нелдера, що, у свою чергу, 
зумовило менший рівень апроксимації між теоретичною і фактичною 
кривими (табл. 1). 

Аналіз результатів моделювання лактаційної динаміки за третю 
лактацію (рис. 3) дозволяє судити про їх високу подібність з аналогічними 
даними за другу лактацію. 

    
Рис. 3. Криві динаміки місячних надоїв за третю лактацію, побудовані за 

моделями П. Вуда (ліворуч) та Дж. Нелдера (праворуч) 
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На основі коефіцієнтів моделей були розраховані максимальний 
теоретичний рівень продуктивності і час її настання. Порівнюючи 
значення пікових надоїв між моделями, встановлено, що за моделлю 
Дж. Нелдера вони є значно завищеними, проте як за моделлю П. Вуда – 
практично відповідають фактичним значенням максимальних місячних 
надоїв.  

Розглядаючи часові інтервали між початком лактації і її теоретичним 
піком, встановлено, що за моделлю П. Вуда ці інтервали коливаються в 
межах 1,32-1,43 міс., тобто є ближчими до першого місяця. Саме через це 
теоретичні надої за перший місяць переважають аналогічні за другий. 
Разом з тим за моделлю Дж. Нелдера теоретичний момент пікової 
продуктивності є ближчим до другого місяця (1,58-1,64 міс.), внаслідок 
чого теоретичні значення надоїв у другий місяць за всі досліджувані 
лактації є вищими, ніж за перший, що характерно для фактичних даних. 

Висновки і перспективи подальших досліджень. На основі 
проведеного аналізу можна стверджувати, що обидві лактаційні моделі 
добре описують динаміку місячних надоїв. Коефіцієнти детермінації в 
усіх випадках є високими з незначними коливаннями. Так, за першу 
лактацію теоретичні місячні надої, отриманні за допомогою зворотної 
поліноміальної функції, тісніше наближаються до фактичних. За другу і 
третю лактації дещо вищою апроксимацією характеризується неповна 
гамма-функція.  

Визначивши теоретичну пікову продуктивність, встановлено, що її 
розрахунок на основі коефіцієнтів функції П. Вуда дає адекватні значення, 
які співставні з фактичними. Рівняння аналогічного параметру у контексті 
моделі Дж. Нелдера дає завищенні значення, а тому потребує корегування. 

Окрім того виявлено, що теоретичний пік продуктивності для НГФ 
ближчий до першого місяця, а для ЗПФ – для другого. У зв’язку із чим 
характер розподілу теоретичних значень помісячної продуктивності за 
моделлю П. Вуда відрізняється від фактичного, оскільки вона встановлює 
максимальний надій для першого місяця, а не для другого. Такий недолік 
відсутній при використанні моделі Дж. Нелдера, саме тому вона є ліпшою 
для опису лактаційної динаміки, принаймні в тих випадках, коли пікова 
продуктивність настає в середньому на другому місяці лактації. 
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А.Ю. Сметана. Сравнение моделей П. Вуда и Дж. Нелдера 

для описания лактационной динамики голштинских коров.  
В статье проанализирована эффективность использования лактационных моделей 

П. Вуда и Дж. Нелдера для характеристики динамики месячных надоев голштинских 
коров. Установлено, что уравнение Дж. Нелдера лучше описывает начало лактационной 
кривой. 

Ключевые слова: голштинский скот, лактационная кривая, описательное 
моделирование, модель П. Вуда, модель Дж. Нелдера. 

 
O. Smetana. Comparison of P.Wood’s and J.Nelder’s models to 

describe the lactation dynamic of the Holstein cows.  
In the article the efficiency of lactation models by P.Wood and J.Nelder to characterize the 

dynamic of monthly milk yield of Holstein cows was analyzed. It is established that the equation of 
J.Nelder describes the beginning of the lactation curve better. 

Keywords: Holstein cattle, lactation curve, descriptive modeling, P.Wood’s model, J.Nelder’s 
model.
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